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Bu caligmada, dogrultmanlar1 Smarandache tiirii egrilerden olusan
birim vektdrlerle tanimlanan bir regle yilizey smifi incelenmistir. S6z
konusu ylizeylerin dayanak egrisi, Bishop catis1 altinda tanimlanan
teget vektor ile birinci Bishop vektoriiniin birlesimiyle elde edilen bir
Smarandache egrisinin integrali yoluyla tanimlanan adjoint egri olarak
alinmistir. Bu yiizeyler i¢in Gauss ve ortalama egriliklerin kapali
formda ifadeleri elde edilmis; ayrica temel geometrik &zellikleri
ayrintili bicimde analiz edilmistir. Calismada, ylizeylerin hangi kosullar
altinda agilabilir, minimal ya da tekil olacagi da detayli olarak
incelenmistir. Bununla birlikte, ylizey iizerindeki bazi parametrik
egrilerin geodezik ve asimptotik karakterleri degerlendirilmis ve bu
davranislarin saglanmasi i¢in gerekli ve yeterli kosullar belirlenmistir.
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In this study, a class of ruled surfaces defined by unit vector fields whose
rulings consist of Smarandache-type curves has been investigated. The
base curve of these surfaces is taken as the adjoint curve, which is
obtained by integrating a Smarandache curve constructed through the
combination of the tangent vector and the first Bishop vector defined in
the context of the Bishop frame. Closed-form expressions for the Gauss
and mean curvatures of the surfaces have been derived, and their
fundamental geometric properties have been analyzed in detail. The study
also examines the conditions under which these surfaces become
developable, minimal, or singular. Moreover, the geodesic and asymptotic
behaviors of certain parametric curves on the surface are evaluated, and
the necessary and sufficient conditions for these properties are
determined.

To Cite: Damar E., 2025. Bishop catisindan elde edilen t,{§ -Smarandache egri tabanli regle yiizeyler. Kadirli Uygulamali

Bilimler Fakiiltesi Dergisi, 5(2): 343-369.

Giris

Diferensiyel geometri alaninda, egri ve yiizeylerin yapisini incelemek, uzayin geometrik

ozelliklerini analiz etmek agisindan biiyiik nem tasir. Egrilerin yerel davraniglarini tanimlamak

icin yaygin olarak kullanilan klasik Frenet c¢atisi, egriligin sifir oldugu noktalarda tanimsiz

olabilmektedir. Bu sinirlamay1 agsmak amaciyla Bishop, egrilik sifir oldugunda bile tanimli
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olabilen alternatif bir cat1 sistemi dnermistir. 3-boyutlu Oklid uzayinda paralel catinin (Bishop
catl) avantajlar1 ve Frenet c¢atist ile karsilastirilmasi Bishop’un orijinal ¢alismasinda
sunulmustur (Bishop, 1975).

Regle yiizeyler, bir dogrunun bir egri boyunca hareket ettirilmesiyle olusturulan
geometrik yapilar olup, diferensiyel geometri literatiiriinde kapsamli sekilde incelenmistir. Bu
yiizeyler, yapisini belirleyen ve “dogrultman” adi verilen bir dogru ailesinden olusur (Do
Carmo, 2016). Sahip olduklar1 kendine 6zgii geometrik o6zellikler sayesinde, mimari form
tasarimi ve geometrik yiizey modelleme gibi alanlarda yaygin olarak kullanilmaktadir (Ali ve
ark., 2013; Yilmaz ve ark., 2017). Uygulamalarda siklikla karsilasilan iki 6nemli regle yiizey
tiirti, ag1labilir (developable) yiizeyler ve minimal yiizeylerdir. Bu yiizey tiplerine iliskin detayli
calismalar literatiirde bulunmaktadir (K6se, 1999; Izumiya, 2004; Alegre ve ark., 2010; Giiler,
2021). Son yillarda, hem Oklid hem de Lorentz uzaylarinda alternatif hareketli gatilar
kullanilarak yeni regle yiizeylerin insasina yonelik cesitli arastirmalar yapilmistir (Yiksel,
2013; Damar, 2017; Karacan ve ark., 2017; Senyurt ve ark., 2023a; Senyurt ve ark., 2023b;
Uzun ve ark., 2024).

Smarandache egrileri, diferensiyel geometri kapsaminda incelenen 6zel egri tiirlerinden
biridir. Ilk olarak Minkowski uzayinda tanimlanan bu egriler, verilen bir temel egrinin hareketli
cat1 vektorleri 6rnegin teget, normal ve binormal kullanilarak elde edilen konum vektdrleri ile
tammlanir (Turgut ve Yilmaz, 2008). Zamanla Oklid uzayma da adapte edilmis ve kinematik,
robotik ve teorik fizik gibi birgok alanda uygulama potansiyeli gostermistir (Ali, 2010; Nurkan
ve Giiven, 2022; Canli ve ark., 2024; Kalkan ve Senyurt, 2024; Mendonca, 2024; Senyurt ve
ark., 2024).

Calisma dort ana béliimden olusmaktadir. Ik béliimde, konuya iliskin literatiir hakkinda
bilgi verilmistir. On bilgiler kisminda ise, ¢alisma boyunca kullanilacak temel kavramlara yer
verilmistir. Bulgular bélimiinde, Damar (2025) galismasinda, daha 6nce Damar (2024)
tarafindan tanimlanan {§{% tipi Bishop adjoint egrisini taban egri olarak se¢mis ve bu egri
araciligiyla olusturulan regle ylizeylerin geometrik 6zelliklerini incelemistir. Bu ¢alismada ise,
yine Damar (2024)’te tamimlanan t,Z{ tipi Bishop adjoint egrisi taban egri olarak segilmistir.
Dogrultman yonleri, Smarandache tiirii egriler aracilifiyla tanimlanan Bishop catisinin birim
vektorleri kullanilarak belirlenmistir. Bu yontemle, M,(s,v)’den M,(s,v)’ye kadar yedi farkli
regle yiizey Uretilmis ve bu yiizeylerin diferensiyel geometrik 6zellikleri ayrintili bi¢imde analiz
edilmistir. Caligma, elde edilen bulgularin ve potansiyel gelecekteki aragtirma yonlerinin

tartistimasiyla sonlandirilmistir.
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On Bilgiler

Oklid uzay1 E3 de tanimli, yay uzunluguna gére parametrelenmis diizgiin bir egri
a = a(s) olsun. Bu egriye karsilik gelen Frenet catisi {t,n, b, x, 7} ile gosterilsin.
o egrisi birim hizli oldugundan teget vektori t(s) = a’(s) seklinde tanimlanir; egrilik ise x =
lla”(s)|l olarak hesaplanir. ivme vektdrii a”(s) = k(s)n(s) ile ifade edilirken, binormal vektor
b(s) = t(s) x n(s) seklindedir.

Klasik Frenet formiilii, ¢at1 vektorlerinin tiirevleri arasindaki iligkiyi asagidaki sekilde verir:

t 0 Kk 0\ /t
(n’) = <—K 0 r) (n)
b’ 0 —1t 0/ ‘b
Burada burulma (torsiyon) z(s) = (n'(s),b(s)) ifadesiyle tanimlanir. Frenet catisina alternatif

olarak kullanilan Bishop catist {t, ¢y, {,} ortonormal {i¢liisiiyle tanimlanir ve tlirev matrisi

t 0 kg ky\ /t
(’1 = <_k1 0 0 > ((1)
{5 -k, 0 O ¢

seklinde verilir. Burada k,(s) and k,(s) ifadeleri Bishop egrilikleri olarak adlandirilir.
Frenet ve Bishop catilar1 arasindaki dontisiim su sekilde verilir:
t=t,
n = cos0(s){q + sinb(s){5,
b = —sinB(s){q + cosO(s){,.
Buradaki 6(s), iki sistem arasindaki baglantiy1r kuran a¢1 fonksiyonudur ve k,(s) # 0 olmak
lizere

kz(s)
k1(5)

seklinde tanimlanir. Bu durumda torsiyon ve toplam egrilik

(s) = _%is) . k(s) =k2(s) + k3(s)

olarak elde edilir. Dolayisiyla a¢1 fonksiyonu

0(s) = arctan

6= —f‘r(s)ds+00
seklindedir. Buna bagli olarak Bishop egrilikleri su esitliklerle ifade edilir:
ki(s) = k(s)cosO(s), k,(s) = k(s)sin6(s).
Tammm 2.1 (Nurkan ve ark., 2019). o S-yay uzunluguna gore parametrelenmis ve
burulmasi sifirdan farkli olan diizglin bir egri olsun. {t,, ng b} bu egrinin Frenet g¢atisini

gostermek lizere, a egrisine ait adjoint egri asagidaki sekilde tanimlanir:

B(s) = [, be (Wdu.
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Tamm 2.2 (Ali, 2010). a s-yay uzunluguna gore parametrelenmis ve burulmas sifirdan
farkli olan diizgiin bir egriyi, {t,, n. b} da o egrisinin Frenet ¢atisin1 gostersin. Bu durumda

tn , nb ve tnb Smarandache egrileri sirasiyla asagidaki sekilde tanimlanir:
_1
F=%

1
Y= ﬁ(na + by),

(ty + ng),

1
U= ﬁ(ta + ng + bg).

Tamm 2.3 (Damar, 2024). a s-yay uzunluguna gore parametrelenmis diizgiin bir egriyi,

{to, 1%, 1%, k%, k%3 da a egrisinin Bishop catisini gdstersin. Bu durumda t,g¢-Bishop adjoint egrisi

B(s*(s)) = % [ et + g5s2)as
seklindedir.

Teorem 2.4 (Damar, 2024). a s-yay uzunluguna gore parametrelenmis diizgiin bir egriyi,
{te, T&, T3, k%, k53 da o egrisinin Bishop ¢atisin1 gostersin. S, t,{S-Bishop adjoint egrisi olmak

tizere f egrisinin Frenet vektor alanlari, egrilik ve burulmasi (torsiyon)

1
tﬁl = _z(tll + (111)1

7

1

1
by = ————(t, — {2+ 2h{%),
A1 \/1+4h2( ¢+ 2h¢2)

1 Vzn'
T = 7z 2 11212 (1)
kg, = kNI +2R2 (2)
. . k§ . C s < 1 ..
seklindedir. Burada h = k—; ifadesi Bishop egriliklerinin oranini tanimlar.
2

Teorem 2.5 (Damar, 2024). E3 uzayinda s-yay uzunluguna gdre parametrelenmis
diizgiin bir egri a ve bu egriden iretilen t,{f-Bishop adjoint egrisi # olsun. Bu egrilere ait
Bishop catis1 sirasiyla {t,, 7% 3%, k% k%) ve {tﬂ,(ﬁ,zﬁ,kf,kf} olarak verilsin. Bu durumda g

egrisine ait Bishop vektor alanlari ve egrilikleri asagidaki sekilde ifade edilir:

1
(f = N [—(V2hcos6p + sinbp)t, + (V2heosbs + sindp){§ + (V2cosbg + 2hsindg){%),
1
(f = \/ﬁ [—(\/fhsineﬁ + coseﬁ)ta + (\/fhsineﬁ - Cosé’ﬁ)(‘{‘ + (\/fsinGB + 2h00593)(§‘],
k{ = 5T+ 2hcosby,  Kk§ = £VT+ 2hZsin6y ®3)

burada 65 = — [74(s) ds dir.

346



Teorem 2.6 (Biikcii ve Karacan, 2009). a:I — E3 Bishop egrilikleri sifirdan farkli olan

birim hizl1 bir egri olsun. o egrisinin slant helis olmasi i¢in gerek ve yeter sart, egrilikler orani

ki . i
k—1 nin sabit olmasidir.

2

Regle yiizey, bir dogrunun bir egri boyunca hareket ettirilmesiyle olusan 6zel bir yiizey
tirtidiir. Bu hareket sirasinda dogru, her noktada egriye bagli olarak yon degistirir. Boyle bir
yiizeyin genel parametrik denklemi su sekilde ifade edilir:

M(s,v) = a(s) +vr(s)

burada a(s) dayanak egriyi (taban egri), r(s) dogrultman dogrularinin yoniinii belirleyen birim
vektor alanini, v ise her bir dogrultman boyunca olan yer degistirmeyi gosteren parametreyi
ifade eder.

Bu yap1 sayesinde, dogrular (dogrultmanlar) a(s) egrisi boyunca yon degistirerek ylizeyi
olusturur. Bu yiizeyler, diferensiyel geometri ve uygulamali alanlarda yaygin olarak
incelenmektedir.

M(s,v) regle yiizeyi i¢in birim normal vektor alan1 Uy, Gauss egriligi K, ve ortalama egrilik

H,, asagidaki ifadelerle hesaplanabilir:

_ MgxMy
Unt = gt “)
_f2
Kn = ro (5)
_ Eg-2fF+eG
Hy = 2(EG-F?) (6)

bu formiillerde kullanilan birinci temel form katsayilari
E=(Ms,Ms), F=(Ms,M,), G=(My,M,)
ile, ikinci temel form katsayilari
e=(Ms, Uy), =My, Uy), g =My, Uy)
ile tanimlanir. Burada ( , ) i¢ ¢arpimi, Mg , M,, ise yiizeyin S Ve V yoniindeki tiirevlerini ifade

eder. Bu ifadeler, yiizeyin egrilik Ozelliklerini  belirlemede temel araglardir.
Onerme 2.7 (O’Neill,1983). Bir regle yiizeyin acilabilir olmast i¢in gerek ve yeter kosul
yiizeyin her noktasinda Gauss egriliginin sifir olmasidir.
Onerme 2.8 (O’Neill,1983). Bir diizgiin yiizeyin minimal olmasi igin gerek ve yeter

kosul ortalama egriliginin sifir olmasidir.

Bulgular
Damar (2024) calismasinda, ii¢ boyutlu Oklid uzayinda Bishop catisina gore tanimlanan
Smarandache tiirli egrilerin integralini alarak yeni bir egri ailesi tanitmistir. Bu ¢alismadan yola

cikilarak, ilgili boliimde t,{§ -tipindeki Bishop adjoint egri dayanak egri olarak se¢ilmistir. Bu
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adjoint egrinin Bishop ¢atisindan elde edilen birim vektdr alanlart ise olusturulacak regle
yiizeylerin dogrultman yonleri olarak kullanilmistir. Bu yaklasimla insa edilen yedi farkli regle
yiizey, agilabilirlik ve minimal yiizey olma gibi diferensiyel geometrik kriterlere gore analiz
edilmistir.

Tamm 3.1. Ug boyutlu Oklid uzay: E3 {izerinde tamiml1 bir egri olan a egrisinden elde

edilen t,Tf- Bishop adjoint egrisi f olarak tanimlansin. Bu egriye ait Bishop catist
{t,;, ¢, kf,kf} ile verilsin. Eger S egrisi dayanak egri olarak alinir ve
1 1 1 1
tg, 35, (g'ﬁ(tﬁ + (f)'ﬁ(tﬁ + (’zz)'ﬁ((f + (Iz})'ﬁ (g +¢7 +45)
vektorleri sirasiyla dogrultman vektdrler olarak segilirse bu dogrultmanlar araciligiyla elde

edilen M,(s,v) — M,(s,v) arasindaki yedi farkli regle yiizey asagidaki parametrik ifadelerle

tanimlanir:

M, (s, v) = % f (ta(s) + () ds + vtg(s),
1
M,(s,v) = i f (ta(s) + ¢%(s))ds + vk (s),

M;(s,v) = % J (to(s) + 3%(s))ds + vih (s),

M,(s,v) = \/ii f (ta(s) +35(s))ds + v%(tﬁ(s) +25(s),

Ms(s,v) = % j (ta(s) +35(s))ds + v%(tﬂ(s) +35()),

My(s,v) = % f (ta(s) + ¢5(s))ds + v% () +85(),
M,(s,v) = ij(t () + C3())ds + v (t5() + () + T ()
7\, \/E a 1 \/g B 1 2 '

Bu tanimlar Smarandache-tiirevi dogrultman vektorleriyle olusturulan yedi farkli regle yiizeyin
parametrik bi¢imde ifadesini sunmakta ve her biri ilgili geometrik analizlerin temelini

olusturmaktadir.

3.1. tg Dogrultman vektoriiniin olusturdugu M, (s, v) regle yiizeyi
Teorem 3.2.
Oklid uzay1 E? iizerinde tanmiml1 M, (s, v) regle yiizeyi i¢in Gauss egriligi ve ortalama

egrilik asagidaki ifadelerle verilir:

Ky, = 0, ()
e o
T (k) ()

348



Ispat. M,(s,v) = B(s) + vtz(s) parametrik denklemi ile verilen yiizeyin s ve v
parametrelerine gore birinci ve ikinci mertebeden kismi tlirevleri alinirsa
Mis(s,v) = tg + ka(f + ka(g,
Miss(s,0) = —v ((kE)" + (kE) ) g + (KE +w(kF) ) €8 + (k6 + (i) ) 2F,
My,(s,v) =tg, Mg (s,v) = kf(f + kf(g , M1, (s,v) =0

elde edilir. Esitlik (4)’e gore, M, (s,v) yilizeyinin birim normal vektor alani
Mys X My, k, ky

Uu, = = 41— {2
JEE ) ) + ()’

e ”Mls X Mlv" a
seklindedir. Buna gore M,(s,v) ylizeyinin Ey,, Fy,, Gy, DININCI V€ ey, fi,, gu, 1KINCI temel form

katsayilar1 asagidaki gibi hesaplanir:
2 2
Ey, = (M5, My5) = 1+ v? ((kf) + (kf) )1 Fy, = My5, My} = 1,Gy, = (Mg, My,,) = 1,

v (kK (kP) = kP (kF)
em;, = (M, UMl) = ( 21 2 - 22 ),
(k7)) + (k7)
fMl = (Mg, UMl) =0, Im, = (@14, UMl) =0

bu katsayilar sirasiyla Esitlik (5) ve (6)’da yerine konuldugunda, Esitlik (7) ve (8) ile verilen

Gauss ve ortalama egrilikler dogrudan elde edilir.

Teorem 3.2. temel alinarak asagidaki sonuglara ulagilir.

Sonuc 3.3.

M, (s, v) regle yiizeyi agilabilir bir ylizeydir.

Ispat. Esitlik (7) ile Onerme 2.7 birlikte ele alindiginda M,(s,v) yiizeyinin agilabilir
oldugu sonucuna ulagilir.

Sonug 3.4 (Damar, 2024).

a egrisi slant helis olsun. Eger a egrisinin ikinci Bishop egriligi k% sabit ise bu egrinin
adjointi olan g egrisi de slant helistir.

Sonug 3.5.

M, (s,v) ylizeyinin minimal yiizey olmasi i¢in gerek ve yeter kosul f egrisinin slant helis
olmasidir.

Ispat. M,(s,v) yiizeyinin minimal olmasi i¢in Esitlik (8)’den, Hy,, =0 olmalidir. Bu
taktirde

() k) = (k) k() = 0

denklemi elde edilir. Bu ifade diizenlenirse
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(©) (o)

O AO)

esitligi elde edilir. Her iki tarafin integrali alindiginda

In|kf (s)| = ks ()] + ¢,

seklinde bir ifade elde edilir. Bu esitlik sadelestirildiginde c; sabit olmak tizere
KE(s) = 1. kB (s)

bulunur. Dolayisiyla minimal yiizey olma kosulu,

B : DR ..
I;}g(sz oraninin sabit olmas: gerektigini ifade
2 S

eder. Bu durum Teorem 2.6’ya gore £ egrisinin bir slant helis oldugunu gosterir. Diger taraftan
kS (s)

KB (s)

2

p slant helis ise orani sabittir. Buradan Hy,, = 0 olup yiizey minimaldir.

Teorem 3.6.
M, (s, v) regle yiizeyi her noktada diizgiindiir ve herhangi bir tekil nokta i¢cermez.
Ispat.
Do Carmo (2016) tarafindan verilen tanima gore, M;(s,v) regle yiizeyinin (sq,ve)
noktasinda singiiler olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
IM1s X My, |l (se, vg) = 0

olmasidir. Bu ifadeye karsilik gelen tiirevler yerine konuldugunda
1My x Myl Cs0,v0) = J ()" + (kE)' = 0

elde edilir. Burada kf # 0 oldugundan
M5 X M1, || (s, ve) # 0
dir. Dolayistyla M, (s, v) regle yiizeyi tekil nokta icermez.
Teorem 3.7.
M, (s, v) regle ylizeyi icin asagidaki ifadeler gegerlidir:
I) s-parametre egrilerinin asimptotik olmasi i¢in gerek ve yeter kosul yiizeyin daynak
egrisi f nin slant helis olmasidir.
I1) v-parametre egrileri daima asimptotiktir.
Ispat. Bir yiizeyde s-parametre egrilerin asimptotik olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul

ikinci temel form katsayisi ey, nin sifir olmasidir (Do Carmo, 2016). M;(s,v) ylizeyi i¢in
o (Y - k)

Gy = 2 2
(k)" + (k5)

seklinde hesaplanir. v # 0 oldugundan e, = 0 esitliginin saglanabilmesi i¢in
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kG () — e (k) = 0
olmalidir. Bu denklemin ¢6ziimiinden C sabit olmak tizere
kP = ckb

elde edilir. Bu ise S egrisinin slant helis oldugunu gosterir. Diger taraftan bir yiizeyde v-
parametre egrilerinin asimptotik olmasi i¢in ikinci temel form katsayisi1 g sifir olmalidir (Do
Carmo, 2016). M, (s, v) ylizeyinde gy, = 0 olarak hesaplandigindan M, (s,v) ylizeyi iizerinde V-
parametre egrileri daima asimptotiktir.

Teorem 3.8

M, (s,v) regle ylizeyi i¢in asagidaki ifadeler gecerlidir:

i) s-parametre egrileri geodezik degildir.

ii) v-parametre egrileri daima geodeziktir.

Ispat.

M, (s,v) yiizeyi lizerinde S-parametre egrilerinin geodezik olmasi i¢in

Uy, X My5s =0

olmalidir (Do Carmo, 2016). Bu denklemde yiizeyin normal vektorii ve S-parametresine gore

ikinci tlirevi yerine yazilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa
(0" " o (REEY + REGREY) e 0 ()" + (66)') )
(1 ()" + (1)) )
U}\,I1 X MISS = =0
2 2
(k)" + (k7)

vektorel ifade elde edilir. Burada
2 2 ! ! 2 2 2 2
(0" + 68"+ v (RECREY + EGEY) )+ K00 ()" ) k80 ()" + () = 0
ifadesinin sifir vektor olmast igin her bir bilesenin katsayisi sifir olmalidir. Bu ise v # 0 ve k* =
0 oldugundan saglanamaz. Bu nedenle s-parametre egrileri M,(s,v) ylizeyi iizerinde geodezik
degildir.
Ayrica Uy, x My, = 0 esitligi her zaman saglandigindan M, (s,v) ylizeyi iizerinde v-parametre

egrileri daima geodeziktir.

3.2. (f Dogrultman vektoriiniin olusturdugu M, (s, v) regle yiizeyi
Teorem 3.9.
Oklid uzay1 E? iizerinde tammli M,(s,v) regle yiizeyi icin Gauss egriligi ve ortalama

egrilik asagidaki ifadelerle verilir:
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Ky, =0, 9

Hy, = 2
Mo ™ a(1-vkFYy

(10)
ispat. M,(s,v) = B(s) + v(f (s) parametrik denklemi ile verilen yiizeyin S ve v
parametrelerine gore birinci ve ikinci mertebeden kismi tiirevleri alinirsa
M,.(s,v) = (1 - vklﬁ)tﬁ , My, (s, v) = (’f,
Mass(s,v) = —v(kf) g + (1 — vk )] + (1 — vk K es,
My, (5,v) = —kPtg | Myyy(s,v) = 0
elde edilir. Esitlik (4)’e gore, M, (s, v) yiizeyinin birim normal vektor alani

U — Mys X My, _ B
Ma ”MZSXMZVH z

seklindedir. Buna gore M,(s,v) yiizeyinin Ey,, Fy,, Gy, DININCI V€ ey, fir,, gu, 1KINCI temel form

katsayilar1 asagidaki gibi hesaplanir:
B 2
En, = (Mag, Myg) = (1= vkf) " Fag, = (Mo, Myy) = 0, Gy, = (May, M) = 1,

em, = (M3, UMZ) = (1 - ka) kf ) sz = (Mysy, UM2> =0, go,= (M3, UMZ) =0
bu katsayilar sirasiyla Esitlik (5) ve (6)’da yerine konuldugunda, Esitlik (9) ve (10) ile verilen
Gauss ve ortalama egrilikler dogrudan elde edilir.
Teorem 3.9. temel alinarak asagidaki sonuglara ulagilir.
Sonug 3.10.
M,(s,v) regle yiizeyi agilabilir bir ylizeydir.
Sonug 3.11.
p diizlemsel bir egri ise a egrisinin egrilikleri arasinda asagidaki bagint1 vardir
2()

—
1+2(k1)

kg

kg = —

Ispat.

Kabul edelim ki f diizlemsel bir egri olsun. Bu durumda k? = 0 olmalidir. Esitlik (3)’ ten

1
kS =E\/1+2hzsmeﬁ =0

elde edilir. Buradan

GB=J-TﬁdS=O

sonucu ¢ikar. Diger yandan, Esitlik (1)’den
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elde edilir. Bu ifadeden

sonucu bulunur. Bu da ispati1 tamamlar.

Sonug 3.12.

M,(s,v) yiizeyinin minimal ylizey olmasi i¢in gerek ve yeter kosul f egrisinin diizlemsel
olmasidir.

Ispat. Kabul edelimki S egrisi diizlemsel olsun. Bu taktirde k? = o olur. Esitlik (10)’ dan
Hy, = 0 sonucu elde edilir ve bdylece M,(s,v) yiizeyi minimal olur. Tersine M,(s,v) yiizeyi
minimal olsun bu durumda H,, =0 olur. Buradan k% = o elde edilir ki bu da f egrisinin

diizlemsel olmasidir.

Teorem 3.13.
M,(s,v) regle ylizeyinin (sq, ve) noktasinda tekillik gostermesi i¢in gerek ve yeter kosul
1
B_
ki = Vo

esitliginin saglanmasidir.
ispat. Do Carmo (2016) tarafindan verilen tanima gore, M,(s,v) regle yiizeyinin (sq, ve)
noktasinda singiiler olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
|M25 X M3y |I(s9,v6) = 0
olmasidir. Bu ifadeye karsilik gelen tiirevler yerine konuldugunda
1Mas X My, |l (6, v6) = (1 = vok?) = 0

bulunur. Bu ifade diizenlenirse

1
K= —
1 Ve

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.
Teorem 3.14.
M,(s,v) regle yiizeyi i¢in asagidaki ifadeler gegerlidir:
I) S-parametre egrilerinin asimptotik olmasi i¢in gerek ve yeter kosul ylizeyin dayanak
egrisi f nin diizlemsel olmasidir.
1) v-parametre egrileri daima asimptotiktir.

Ispat. M,(s,v) yiizeyi lizerinde s-parametre egrilerinin asimptotik olmas icin
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em, = (1— ka)kf =0
kosulunun saglanmasi gerekir. Buradan
k=0 yada k==
sartlarindan en az birinin saglanmasi gerekir. Ancak, k¥ = i kosulunu saglayan nokta singiiler

bir noktadir. Bu nedenle, k? = 0 alinir ve bu da /8 egrisinin diizlemsel oldugunu gdsterir. Ayrica
M,(s,v) ylizeyinde gy, =0 olarak hesaplandigindan M,(s,v) ylizeyi iizerinde V-parametre
egrileri daima asimptotiktir.
Teorem 3.15.
M,(s,v) regle yiizeyi i¢in asagidaki ifadeler gecerlidir:
1) S-parametre egrileri geodezik degildir.
i) v-parametre egrileri daima geodeziktir.
Ispat. M, (s, v) regle yiizeyi iizerinde s-parametre egrilerin geodezik olabilmesi igin
Up, X Mass = —v(kE) ¢% — (1= vkf )kl 15 = 0
kosulunun saglanmasi gerekir. Bu vektorel ifadenin sifira esit olmasi
—v(k?) =0, (11)
(1-vk)Kf =0 (12)

denklemlerinin ayni1 anda saglanmasi ile miimkiindiir. Burada v # 0 oldugundan Esitlik (11)

1

(k#)" = 0 sonucunu verir. Esitlik (12) den k? # 0 oldugundan k® = ) .

elde edilir. Ancak, kf =*

v

kosulunu saglayan nokta singiilerdir. Bu nedenle s-parametre egrileri geodezik degildir. Buna
karsin Uy, X M, = 0 esitligi her zaman saglandifindan M,(s,v) yiizeyi lizerinde v-parametre
egrileri daima geodeziktir.

33.¢ g dogrultman vektoriiniin olusturdugu M;(s, v) regle yiizeyi

Teorem 3.16.

Oklid uzay1 E? iizerinde tanimli M(s,v) regle yiizeyi i¢in Gauss egriligi ve ortalama
egrilik asagidaki ifadelerle verilir:

Ky, =0, (13)

3

H, = e (14)

3 o(1-vkf)
Ispat. M;(s,v) = B(s) + vh(s) parametrik denklemi ile verilen ylizeyin s ve v
parametrelerine gore birinci ve ikinci mertebeden kismi tiirevleri alinirsa
M;.(s,v) = (1 - ka)t[; , M3, (s,v) = (g,
Myss(s,v) = —v(kE) tg + (1 = vk el ¢ + (1 - vkf )i,

Msg,(s,v) = —kgt,; , M3,,(s,v) =0
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elde edilir. Esitlik (4)’e gore, M;(s, v) yiizeyinin birim normal vektor alani

v = Mas X Msy -k
Ms "M3s X M3v" 1

seklindedir. Buna gore, Ms(s,v) yiizeyinin Ey,, Fy,, Gy, DIFiNCI Ve ey, fu,, gu, 1KInCi temel form
katsayilar1 asagidaki gibi hesaplanir:
Epy = (Msg, Myg) = (1 — ka)z, Fy, = (Msg, Ms,)) = 0, Gy, = (M3, Ms,)) = 1,
ey = (Mass, Upsy) = —(1 = VkE)KY , firy = (Ms Upiy) = 0, oy = My, Upg,) = 0

bu katsayilar sirastyla Esitlik (5) ve (6)’da yerine konuldugunda, Esitlik (13) ve (14) ile verilen
Gauss ve ortalama egrilikler dogrudan elde edilir.
Teorem 3.16. temel alinarak asagidaki sonuglara ulasilir.

Sonug 3.17.

M;(s,v) regle yiizeyi agilabilir bir ylizeydir.

Sonug 3.18.

M;(s,v) regle ylizeyi minimal ylizey degildir.

Ispat. Esitlik (14)’ten yiizeyin minimal olmas1 i¢in k” = 0 olmalidir. Ancak Bishop catisi
tanimi geregi kf egriligi sifirdan farklidir. Bu durumda M;(s, v) ylizeyi minimal degildir.

Sonug 3.19.

M;(s,v) regle yiizeyi lizerindeki her parametre egrisi bir egrilik ¢izgisidir.

Ispat. Do Carmo (2016) numarali kaynaginda verdigi tanima gore, bir regle yiizey
tizerindeki parametre egrisinin bir egrilik ¢izgisi olmasi icin gerek ve yeter kosul F=f =0

olmasidir. Buradan ispat tamamlanur.

Teorem 3.20.
M, (s, v) regle yiizeyinin (s, vo) noktasinda tekillik gdstermesi igin gerek ve yeter kosul
1
B_ _—
ky = -~

esitliginin saglanmasidir.
Ispat. M,(s,v) regle yiizeyinin (s, vo) noktasinda singiiler olmasi igin gerek ve yeter sart
1M X My | (59, v9) = 1 = vekh = 0

olmasidir. Bu ifade diizenlenirse

1

B _
kz_v_
(]

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Teorem 3.21.

M;(s,v) regle yiizeyi i¢in asagidaki ifadeler gecerlidir:
i) s -parametre egrileri asimptotik degildir.
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i) v -parametre egrileri daima asimptotiktir.
Ispat. M;(s,v) yiizeyi iizerinde s-parametre egrilerinin asimptotik olmasi igin
em, = —(1- ka)kf =0
esitliginin saglanmasi gerekir. Buradan
kf=0 ya da kf=§
sartlarindan en az birinin saglanmasi gerekir. Ancak k2 = % kosulunu saglayan nokta singiiler

bir noktadir. Diger taraftan tanim geregi k? # 0 dir. Bu nedenle s-parametre egrileri asimptotik
degildir. Buna karsin M;(s,v) ylizeyinde gy, =0 olarak hesaplandifindan M;(s,v) yiizeyi
tizerinde v-parametre egrileri daima asimptotiktir.
Teorem 3.22.
M;(s,v) regle yiizeyi i¢in asagidaki ifadeler gecerlidir:
i) S-parametre egrilerinin geodezik olmasi igin gerek ve yeter kosul £ egrisinin
diizlemsel olmasidir.
I1) v -parametre egrileri daima geodeziktir.
Ispat. M;(s,v) regle yiizeyi iizerinde s-parametre egrilerin geodezik olabilmesi
Upy X Msgs = —v(k§) T — (1 — vk )kftg = 0
kosulunun saglanmasi gerekir. Bu vektorel ifadenin sifira esit olmasi
—v(kf) =0, (15)
(1—vk)Kf = 0. (16)
denklemlerinin ayni1 anda saglanmasi ile miimkiindiir. Burada v # 0 oldugundan Esitlik (15)
(k%) =0 sonucunu verir. Esitlik (16) dan &% =0 ya da k? =~ elde edilir. Ancak K} =-
kosulunu saglayan nokta singiilerdir. Bu nedenle k? = 0 dir. Bu durumda ise S egrisi diizlemsel
olur. Ayrica Uy, X Ms,, =0 esitligi her zaman saglandigindan M;(s,v) yiizeyi lizerinde V-
parametre egrileri daima geodeziktir.
3.3. \% (t,; + (f ) Dogrultman vektoriiniin olusturdugu M, (s, v) regle yiizeyi
Teorem 3.23.

Oklid uzayr E3 iizerinde tammli M,(s,v) regle yiizeyi icin Gauss egriligi ve ortalama

egrilik asagidaki ifadelerle verilir:

2
B
2

Z

=- 2 2 (k 2 2 17

K, ((\/i—ka) +v2((kf) +(kf) )—1)(v2(kf) +(1—ﬁukf) )’ (17)
V2k§<2<%)’k£+(2(kf)2+(k£)2)>_ﬁv(2kfk£—(kf)’>

Hy, = (18)

zJvz(kg)2+(1_mkf)2((ﬁ_ka)2Wz((kf)ﬁ(kf)z)_l)'
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ispat. M,(s,v) = B(s) + % (t,;(s) + (f (s)) parametrik denklemi ile verilen yiizeyin S ve v
parametrelerine gore birinci ve ikinci mertebeden kismi tlirevleri alinirsa

v v v
My(s, v =<1——kﬂ)t +— kP — KBk
s(sv) zh )ttt ket

Mass(5,0) = = 5 () + () + (k)" +) 1

BB = (1B B _ 2 pBY B~ (1B B
+<< \/_k )k + (k))( ((1 \/_k )k + (k))(

1 1.8 Kookl Ko

My, (s,v) = \/_Etﬁ +\/_§(1 v Myg,(s,v) = _Etﬁ +E(1 +E(2 , Mypy(s,v) =0
elde edilir. Esitlik (4)’e gore, M,(s, v) yiizeyinin birim normal vektor alani
U - Myg X My, (—\/kaf)t,; + (\/kaf)(’f + (1 - \/Eka)(f
Ma ™ || Myg X My, |l —
1M, wll 2Jv2(k5)2+ (1_ﬁka)z

seklindedir. Buna gore M,(s,v) yiizeyinin Ey,, Fy,, Gy, DININCI V€ ey, fu,. g, 1KINCi temel form

katsayilar1 asagidaki gibi hesaplanir

By = My My = (1-208) 2 (60" + (1)),

1
Fy, = (Myg, My,) = Nk Gy, = (Mg, My) = 1, em, = (M5, UM4) =

2k5< <—g> kf+(z(kf)2+(kf)2))—ﬁv(zkfkf—(kf)’)nkf
2
ZJUZ(k£)2+(1—ﬁka)2 '

VZkl
ZJUZ(kf)2+(1—ﬁukf)2 ,
bu katsayilar sirastyla Esitlik (5) ve (6)’da yerine konuldugunda, Esitlik (17) ve (18) ile verilen

fM4 = (Mysy, U®4) = Im, = (M, UM4) =0

Gauss ve ortalama egrilikler dogrudan elde edilir.

Teorem 3.23. temel alinarak asagidaki sonuglara ulagilir.

Sonug 3.24.

M,(s,v) regle yiizeyinin dayanak egrisi £ diizlemsel ise, M,(s,v) ylizeyi hem agilabilir
hemde minimal bir yiizeydir.

Ispat. Kabul edelim ki f8 egrisi diizlemsel olsun, Bu durumda k2 = o olur. Diger taraftan
(17) ve (18) numarali denklemler goz dniine alindiginda, terimler yeniden diizenlenip k% =0

yerine konulursa
B(1.BY B(1.BY 4 1B B)? 0\ _ V21 5.8 BY'
2k; (ky) —2k7 (k) + k3 (z(kl) + (k) )_7(21‘1]‘2 _(kz))=0

elde edilir. Bu durumda, M,(s,v) yiizeyi hem acilabilir hemde minimal bir yiizey olur.
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Teorem 3.25.
M,(s,v) regle ylizeyinin (se, v¢) noktasinda tekillik gdstermesi i¢in gerek ve yeter kosul
vekh = 0ve 1 —V2vgkt =0
esitliklerinin saglanmasidir.
Ispat. M,(s,v) regle yiizeyinin (se, v,) noktasinda singiiler olmas i¢in gerek ve yeter sart
IMys X Myyll(s9,v9) = 0
olmasidir. Bu ifadeye karsilik gelen tiirevler yerine konuldugunda
IMas X My liCso,v6) = v3(kE)” + (1~ VZvekf) =0
bulunur. Bu ifade diizenlenirse
vek? =0ve 1 —V2vk? =0
elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.
Teorem 3.26.
M,(s,v) regle ylizeyi i¢in asagidaki ifadeler gegerlidir:
i) M,(s,v) regle yiizeyinin dayanak egrisi £ diizlemsel ise S-parametre egrileri
asimptotikdir.
i) v-parametre egrileri daima asimptotiktir.
Ispat. Kabul edelim ki f egrisi diizlemsel olsun, M,(s,v) yiizeyi iizerinde s-parametre
egrilerinin asimptotik olmasi i¢in
v2ich (2 (%) Kb+ (z(kf)2 + (k§)2)> — 2w (2kfK] — (k5)') +2K5 = 0
olmaldir. Burada v,k” #0ve k¥ =0 oldugundan s-parametre egrileri asimptotikdir. Ayrica
M,(s,v) yizeyinde gy, =0 olarak hesaplandigindan M,(s,v) yiizeyi iizerinde V-parametre
egrileri daima asimptotiktir.
Teorem 3.27.
M,(s,v) regle ylizeyi i¢in asagidaki ifadeler gecerlidir:
1) S-parametre egrileri geodezik degildir.
i) v-parametre egrileri daima geodeziktir.
Ispat. M, (s, v) regle yiizeyi iizerinde s-parametre egrilerin geodezik olabilmesi
Uy, X Mygs = Xitp +110F +2,¢F =0

kosulunun saglanmasi gerekir. Burada X;, Y;, Z, katsayilar1 asagidaki sekildedir:
V2vk? (1 —%kf) kP —2(1 - V2Zvk?) ((1 - %kf) K+ %(kf)') + kb (k)

2Jv2(k§)2 + (1 - v2vkP)

1

)
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\/Eka (1 - %kl)

E) kb + vrkE (kE) —VZu(1 —V2ukf) (kE) + (kE)" + (kE)")
Y, = :

2\/v2(k§)2 +(1-v2vk?)’

okf (—2 (1= 5k ) f ok () + ()4 (1)) = ok (1))

le

2\/v2(kf)2 + (1 —v2uk?)*

Yiizeyin geodezik olmasi i¢in bu katsayilarin ayni anda sifir olmasi gerekir. Ancak
(1 —v2vk?) = 0 ve vk = 0 noktalar singiiler nokta oldugu igin s-parametre egrileri geodezik
degildir. Buna karsin Uy, x M,,,, = 0 esitligi her zaman saglandigindan M,(s,v) ylizeyi iizerinde

v-parametre egrileri daima geodeziktir.

3.5. \% (t,; (s)+¢ f (s)) dogrultman vektoriiniin olusturdugu M (s, v) regle yiizeyi

Teorem 3.28.
Oklid uzay1 E3 iizerinde tanimli  Ms(s,v) regle yiizeyi igin Gauss egriligi ve ortalama

egrilik asagidaki ifadelerle verilir:

2

K, = () , (19)

P ((vaokE) w2 (() () )-) (w2 (k) +(1-vaurf))
sz< (é)lkﬁ +(2 (kf)z+(kf)z>>+ﬁu(2kfk£—(kf)’>

HMS = 2 2 2 2 2 '
z\/ﬂ(kf) +(1-vzvk}) ((ﬁ—ka) +u2((kf) +(k5) )—1)

Ispat. M;(s,v) = B(s) + \;’—i(t,,(s) + (s)) parametrik denklemi ile verilen yiizeyin S ve v

(20)

parametrelerine gore birinci ve ikinci mertebeden kismi tiirevleri alinirsa

_ v B VBB YV BB
Mss(s'”)—<1_ﬁk2)tﬁ+ﬁk1(1+ﬁkz(z'

Msgs(s,v) = —%((kﬁ)' + (K5 + (kf)z) tg+ (( \/_kﬁ) K +—(k3) )zﬂ

((1 —Tkﬁ)kﬁ +—(kﬁ) )("

Kb Kk %3
Msy(s,v) = Ztg + =85 . Mssy(s,v) = =2 tp + 280 + 7285 | My (s5,0) = 0
elde edilir. Esitlik (4)’e gore, Ms(s, v) yiizeyinin birim normal vektor alani
V2vk! (1 —2vkb) 8 V2vk?
Uns = 2 2 e~ 2 2 G- 2 2
2ur(kE) + (1 —VEREY o) (L =vEukE) 2 [vR(kE) + (1~ ke

seklindedir. Buna gore Ms(s,v) yiizeyinin Ey, Fy, Gy, birinci ve ey, fu., gu, ikinci temel

¢4

form katsayilar1 asagidaki gibi hesaplanir:
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B, = (@505 = (1= k) + 2 ()" + ()'),

1
FM5 = (MSS'M5V> = E! GMS = (MSU'MS‘U) =1

B ' 2 2 ’
i (z (5) 0+ (2 + D) )) V2o (20 - (1)) — 20!

1

’

ZJvZ(kf)z + (1 - vavkb)’

—\/Ekf
2 Jo2(8) 4 (1-vauif)

bu katsayilar sirasiyla Esitlik (5) ve (6)’da yerine konuldugunda, Esitlik (19) ve (20) ile verilen

st = (Mssy, UMS) = Ims = (M5, UM5) =0

Gauss ve ortalama egrilikler dogrudan elde edilir.
Teorem 3.28. temel alinarak asagidaki sonuglara ulasilir.
Sonug 3.29.
Ms(s,v) regle yiizeyi agilabilir degildir.
Sonug 3.30.

Ms (s, v) regle yiizeyinin minimal olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

—p2ih (2 <Z—§) kP + (z(kf)2 + (kf)2)> +V2v (2K Kl - (kf)') =0

1
esitliginin saglanmasidir.
Teorem 3.31.
Ms(s,v) regle yiizeyi her noktada diizglindiir ve herhangi bir tekil nokta icermez.
Ispat.
Ms(s,v) regle yilizeyinin (se, vg) noktasinda singiiler olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
1 2 2
IMss X Msy 5o, v6) = 5 (v3(kE) + (1 = V2Zvokf)) = 0
esitliginin saglanmasidir. Burada v, # 0 ve k” # 0 oldugundan
1
E(vé(kf)z +(1—Vavekf) ) 2 0
dir. Dolayistyla Ms(s, v) regle ylizeyi tekil nokta icermez.

Teorem 3.32.
Ms(s,v) regle yiizeyi i¢in asagidaki ifadeler gecerlidir:

- . . - . . . . B !
i) s-parametre egrilerinin asimptotik olmasi igin gerek ve yeter kosul —v2k” (2 (Z—%) kP +
1

(Z(kf)2 + (kf)2)> +V2v (Zkfkf - (kf)’) —2k? = 0 denkleminin saglanmasidr.
i) v-parametre egrileri daima asimptotiktir.
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Ispat. M;(s,v) yiizeyi iizerinde s-parametre egrilerinin asimptotik olmasi igin

B\’ ’
( () e+ (2t + (kf)2)> 2o (2t = ) -
eMS = - =0

2\/v2(kf)2 +(1-v2vkb)*

esitligi saglanmalidir. Buradan ispat agiktir. Ayrica Ms(s,v) ylizeyinde g, =0 olarak

hesaplandigindan Ms(s,v) ylizeyi lizerinde v-parametre egrileri daima asimptotiktir.
Teorem 3.33.
M;(s,v) regle yiizeyi i¢in asagidaki ifadeler gegerlidir:
1) s-parametre egrilerinin geodezik olmasi igin gerek ve yeter kosul
A GO M (I (I
esitliklerinin ayn1 anda saglanmasidir.
1) v-parametre egrileri daima geodeziktir.
Ispat. M;(s,v) regle yiizeyi iizerinde s-parametre egrilerin geodezik olabilmesi i¢in
Uy X Msgs = Xitp +Y10F +2,¢F =0

kosulunun saglanmasi gerekir. Burada X;,Y;, Z, Katsayilar1 asagidaki sekildedir:

\/Eka(l—j—ikf)kf—2(1—\/§ka)((1—J;—Ekg)kf+\;’_i(kf)’>+v2kf(kf)r
Xl = y

2 Jo2(kf) +(1-vEoif)’

’ ! 2 2
—V2vkf (1 —%kf)kf — vk} (k) + o2k ((kE) + (KE)" + (k5)")

finS
|

’

2 vkt + (1 - VEukS)’

. Vel (1) Y o0 2o () + () + (1))

2\/v2(kf)2 + (1 =v2ukb)*
Yiizeyin geodezik olmasi i¢in bu katsayilarin ayni anda sifir olmasi gerekir. Paydalar ortaktir

ve sifirdan farklidir. Dolayisiyla yalnizca paylarin sifir olmasi gerekir. Bu da ancak

v=p () =1l () = (k6 = kit

esitlikleri saglandiginda miimkiindiir. Diger taraftan Uy x Ms,, = 0 esitligi her zaman

saglandigindan M;(s,v) yiizeyi lizerinde v-parametre egrileri daima geodeziktir.
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3.6. = (( 4 (ﬁ ) Dogrultman vektoriiniin olusturdugu Mg (s, v) regle yiizeyi
Teorem 3.34.

Oklid uzay1 E3 iizerinde tammli M¢(s,v) regle yiizeyi icin Gauss egriligi ve ortalama
egrilik asagidaki ifadelerle verilir

Ky, =0, (21)
kB 1P

5=

Hite = ool B (22)
Ispat. M,(s,v) = B(s) + = ({” )+ 8 (s)) parametrik denklemi ile verilen yiizeyin S ve v

parametrelerine gore birinci ve ikinci mertebeden kismi tiirevleri alinirsa

Mgs(s,v) = (1 _%(kf + kf)) 73

Mess@v)=—%(<kf>'+(k5>’)tﬁ+(1——(14* kﬁ))kﬁzﬂ (1——(14* k5>)kfc';,

1 1 1
Mg, (s,v) = \/_E(f +\/—7(g , Mg, (s,v) = _ﬁ(kf + kf)t,; y Mgy (s,v) =0

elde edilir. Esitlik (4)’e gore, M,(s,v) ylizeyinin birim normal vektor alani
Uy = Mo Mey L g 1 g
¢ lIMgs X Mgy |l w/_ w/_
seklindedir. Buna gore M,(s,v) yiizeyinin Emg Fugr Gy, birinci ve (,’1\,,6,](,\,,6,gM6 ikinci temel

form katsayilar1 asagidaki gibi hesaplanir:

E= (M6SIM6S) = (1 _\;]_E(kf + kf)) ’

F= <M65f Mév) =0, 6= (Mﬁv: MGV) =1,
B_ B[ L _ Vs, .8
e=<M6ss'UM6>= (k2_k1) ﬁ‘i(’ﬁ"‘kz) ’

f=Mesp, Uu) =0, g = (Mg, Us) =0,

bu katsayilar sirastyla Esitlik (5) ve (6)’da yerine konuldugunda, Esitlik (21) ve (22) ile verilen
Gauss ve ortalama egrilikler dogrudan elde edilir.

Teorem 3.34. temel alinarak asagidaki sonuclara ulasilir.

Sonug 3.35.

Mq¢(s,v) regle yiizeyi agilabilirdir.

Sonug 3.36.

Mq(s,v) regle yiizeyinin minimal olmasi igin gerek ve yeter kosul k? = k? olmasidr.

Ispat. M,(s,v) regle yiizeyi minimal oldugunu kabul edelim. Bu durumda Esitlik (22)’ye
gore ortalama egrilik soyle verilir:
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Hy, = ke — ky =0
Yo vz — 2v(kP + KF)

bu esitlikten
K~k =0=kf = k!

elde edilir. Tersine, eger k¥ =k esitligi saglamyorsa, H,, =0 olur. Bu durumda yiizey
minimal olur.

Sonug 3.37.

Mq(s, v) regle ylizeyi minimal ise 65 =7 + kn dir,

Ispat. Kabul edelim ki M(s, v) regle yiizeyi minimal olsun. Bu durumda Sonug 3.36.” dan
k¥ = kP dir. Diger taraftan

kz(s)

ky(s)
oldugundan 6 =7+km, kez elde edilir.

0 = arctan = arctan(1)

Teorem 3.38.
M (s, v) regle yiizeyinin (s, vo) noktasinda tekillik gdstermesi i¢in gerek ve yeter kosul
2
K+ Kl = vz
Ve

esitliginin saglanmasidir.
Ispat. M (s, v) regle yiizeyinin (s, vo) noktasinda singiiler olmast igin gerek ve yeter kosul
IMgs X MeylI(50,v6) = 1 — %(kf +kf) =0
esitliginin saglanmasidir. Bu ifade uygun sekilde diizenlenirse istenilen esitlik elde edilir.
Teorem 3.39.
Mq(s,v) regle yiizeyi i¢in agsagidaki ifadeler gecerlidir:
i) s-parametre egrilerinin asimptotik olmasi i¢in gerek ve yeter kosul k° = k? esitliginin
saglanmasidir.
i) v-parametre egrileri daima asimptotiktir.
Ispat. M,(s,v) yiizeyi iizerinde s-parametre egrilerinin asimptotik olmast i¢in gerek ve

yeter kosul
1 v
=04 - (50 1) o
olmasidir. Buradan

K =k yada Kl +if =2
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dir. Burada k% + 1f = i—f yiizey iizerinde singiiler nokta oldugundan k” = kf olmalidir. Ayrica
0

M (s,v) ylzeyinde gy, =0 olarak hesaplandifindan M,(s,v) ylizeyi iizerinde v-parametre
egrileri daima asimptotiktir.

Teorem 3.40.

M (s, v) regle yiizeyi i¢in asagidaki ifadeler gecerlidir:

i) s-parametre egrileri geodezik degildir.

i) v-parametre egrileri daima geodeziktir.

Ispat. M (s, v) regle yiizeyi iizerinde s-parametre egrilerin geodezik olabilmesi i¢in

(=2 + o]+ 1)) G+ ke — v (G + () )8 = v () + () )3
2 _

Up, X Mgss =
kosulunun saglanmasi gerekir. Buradan
(V24 o+ kD)) (e + ) = 0, ((KEY + (1)) = 0
ifadelerinin ayn1 anda sifir olmasi gerekir.
(kf +k5) =2, k= —1f +c

belirtilen kosulu saglayan (k¥ + k%) = g noktasi yiizey lizerinde singiiler nokta oldugu igin s-
parametre egrileri geodezik degildir. Buna karsin Uy, x Mg, =0 esitligi her zaman
saglandigindan M,(s, v) yiizeyi lizerinde vV-parametre egrileri daima geodeziktir.

3.7. \% (t,; +q f +q g ) Dogrultman vektériiniin olusturdugu M, (s, v) regle yiizeyi

Teorem 3.41.

Oklid uzayr E2 iizerinde tamimli M,(s,v) regle yiizeyi i¢in Gauss egriligi ve ortalama

egrilik asagidaki ifadelerle verilir:

Ky, = (kf_kf)z )
T (s b)) () o))
(23)
%G@ﬂ+w@4wﬁﬂwﬁfx@—ﬁyww+wwﬂﬁ+n@+wﬂwﬂuﬁv
+(1 + IEYE (1 + 20f) = () (0 + 2k
/30 (2(kf = ) +() = (£)') + (1 — f)

0 i) -
6\/§<1 ﬁ(k1+k2)) 2v3

(24)
Ispat. M,(s,v) = B(s) + %(tﬁ(s) +8+¢ (s)) parametrik denklemi ile verilen yiizeyin

S ve Vv parametrelerine gore birinci ve ikinci mertebeden kismi tiirevleri alinirsa
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v vkP vk?
75( ) ( ,—3( 1 2)) B ,—3 (1 ,—3 (

Mrss(s0) = == (k) + (k2 ) 8

VB BN B Y B ) B Y B B\ B Y B ) B
(1 )i o) )et o (1= 250000 ) 220 )

1 1 1 1 kP K8
My, (s,v) = 5 tp +7§(f +ﬁ(f, My, (s, v) = —\/—g(kf + k)t +713(’1’ +?23(§, M,,,(s,v) =0,

elde edilir. Esitlik (4)’e gore M, (s,v) yiizeyinin birim normal vektor alani

(k- k)eg + (—v3 +v(kf +2k5)) & + (V3—v(K] +2k7)) ¢4
Jvz(kf — K5+ (—V3+v(kf + 2k§’))2 +(V3—v(k§ + 2kf))2

seklindedir. Buna gore, M, (s,v) ylizeyinin Ey,, Fy,, Gy, DIrinCi Ve ey, fir,, g, 1Kinci temel form

M7

katsayilar1 asagidaki gibi hesaplanir:

By = (Mo, M) = (1 -~ kf)>2 + 5 (0 + ('),
Fit, = (Mas, May) = 7, Gu, = (Myy, My} = 1,
V32 ((kF) + () +(kf)" + (5)°) (k] = i)
+((V3—v(kf + 1))kl +w(kE)) (—V3 + v(kf + 2K5))
+((V3—v(kf + k) kb +w(k5)) (V3 - w(kf + 2k))
v2(kE —kE)” + (=3 +v(kf +2iE)) + (VB - v(icf +2kF))

e = (Myss, UM7> =

kP_1P
fM7 = <M7sw UM7) =-2—

T 9u, = (M7, U;) = 0.
Bu katsayilar sirasiyla Esitlik (5) ve (6)’da yerine konuldugunda, Esitlik (23) ve (24) ile verilen
Gauss ve ortalama egrilikler dogrudan elde edilir.
Teorem 3.41. temel alinarak asagidaki sonuglara ulasilir.
Sonug 3.42.
M, (s, v) regle yiizeyi acilabilir regle yiizey olmasi icin gerek ve yeter kosul k¥ = kf
esitliginin saglanmasidir.
Sonug 3.43.
p egrisinin egrilikleri arasinda k¥ = k? bagintis1 varsa M, (s, v) regle yiizeyi minimaldir.
Ispat. k” = k? esitligi Esitlik (24)’te yerine yazildiginda, Hy,, = 0 olur. Bu ise yiizeyin
minimal olmasidir.

Teorem 3.44.

M,(s,v) regle yiizeyinin (s, v¢) noktasinda tekillik géstermesi i¢in gerek ve yeter kosul
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esitliginin saglanmasidir.

Ispat. M, (s, v) regle yiizeyinin (s,, v,) noktasinda singiiler olmas igin gerek ve yeter kosul

Mg X Myyll(so, v0) = %\/vg(kf — k5 + (—V3+vo(kf + 2k,§))2 + (V3= vo(KS + Zkf))2
esitliginin saglanmasidir. Burada
vo(kf —Kk5) =0, V3 +vo(kF +2k5) =0, V3 —ve(KE +2kF) = 0
dir. Bu ifadeler birlikte diistintiliirse

Y Rl
1 2 3779

elde edilir.
Teorem 3.45.
M,(s,v) regle yiizeyi i¢in asagidaki ifadeler gecerlidir:
i) s-parametre egrileri asimptotik degildir.
i) v-parametre egrileri daima asimptotiktir.
Ispat. Diger durumlara benzer sekilde ispatlanr.
Teorem 3.46.
M,(s,v) regle yiizeyi i¢in asagidaki ifadeler gecerlidir:
1) S-parametre egrileri geodezik degildir.
i) v-parametre egrileri daima geodeziktir.

Ispat. Diger durumlara benzer sekilde ispatlanr.

Sonu¢ ve Tartisma

Bu calisma, Smarandache egrileri, Bishop catis1 ve regle yiizey teorisini bir araya
getirerek yeni bir ylizey sinifi 6nermektedir. Klasik Frenet ¢atisinin yetersiz kaldigi durumlari
agmak amaciyla, t,{% Bishop adjoint egrisi taban egri olarak alinmis ve Bishop catisina gore
tanimlanan Smarandache tiirii dogrultmanlarla regle ylizeyler insa edilmistir.

Bu yiizeylerin acilabilirlik, minimallik ve tekillik gibi geometrik 6zellikleri analiz
edilmis; ayrica tzerlerindeki parametrik egrilerin geodezik ve asimptotik davraniglari
incelenmistir.

Damar (2025) calismasinda, dayanak egri olarak {{+{% bilesiminden elde edilen adjoint
egri alinirken, bu ¢aligmada dayanak egri olarak t, + § kombinasyonuna dayali adjoint egri

kullanilmistir. Yiizey iiretiminde dayanak egrinin bu sekilde degistirilmesi, yiizeylerin egrilik,
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minimalite ve geodezik-asimptotik karakteristikleri {izerinde belirgin farkliliklara yol agmustir.
Ozellikle agilabilir yiizey ve tekil noktalarin sayisinda artislar gdzlemlenmistir.

Elde edilen sonuglar yalnizca teorik geometri alanina katki saglamakla kalmayip;
kinematik, bilgisayarla geometrik modelleme ve fizik gibi uygulamali alanlarda da yeni
potansiyel uygulamalar sunmaktadir.

Gelecek galismalarda, 6nerilen yontemin farkli ¢atilar i¢in uygulanabilirligi arastirilabilir.
Ayrica ¢alismanin Lorentz-Minkowski uzayina genellenmesi, timelike ve spacelike yiizeylerin
analizi agisindan yeni perspektifler saglayabilir. Buna ek olarak, bu tiir yiizeylerin sayisal
modelleme yontemleriyle gorsellestirilmesi ve fiziksel sistemlere entegrasyonu iizerine

uygulamali caligmalar da gerceklestirilebilir.

Cikar Catismasi1 Beyani

Makalenin yazari herhangi bir ¢ikar ¢atismasi olmadigini beyan eder.

Katki Beyam Ozeti

Yazar, makalenin tamami i¢in tek basina sorumluluk beyan eder.

TesekKkiir

Bu makaleye yorum ve 6nerileriyle katkida bulunan hakemlere tesekkiir ederim.
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