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 Tam sayı olmayan mertebeden türev ve integralleri içeren kesirli hesaplama, 

bilim ve mühendislikte gerçek dünya problemlerini modellemede yaygın 

olarak kullanılır. Bu çalışma, Picard'ın üç adımlı iterasyon algoritmasını 

kullanarak kesirli integro-diferansiyel denklemleri çözmeye 

odaklanmaktadır. Picard'ın üç adımlı iterasyon algoritmasını çözümlere 

yaklaşmak için uyguluyoruz ve güçlü bir şekilde yakınsadığını gösteriyoruz. 

Ayrıca, çözümün veri bağımlılığını da araştırıyoruz. Bu nedenle, Riemann-

Liouville kesirli integro-diferansiyel denkleminin çözümüne yaklaşmak ve 

veri bağımlılığı için yeni sonuçlar sunuyoruz. 
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 Fractional calculus, which involves derivatives and integrals of non-integer 

order, is widely used in modeling real-world problems in science and 

engineering. This study focuses on solving fractional integro-differential 

equations using Picard's three-step iteration algorithm. We apply the Picard's 

three-step iteration algorithm to approximate solutions and show that it 

converges strongly. We also investigate the data dependence of the solution. 

Therefore, we present new results for approximating the solution of the 

Riemann-Liouville fractional integro-differential equation and for data 

dependence. 
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 Giriş 

  Kesirli analiz, gerçel ya da karmaşık mertebeden türev ve integralleri inceleyen bir 

matematik dalıdır. Tam sayı olmayan türevler içeren diferansiyel denklemler, pek çok fiziksel 

olgunun matematiksel modellemesinde temel rol oynar. Dolayısıyla kesirli hesaplama, yalnızca 

matematiksel açıdan değil; fizik, mühendislik, biyoloji ve finans gibi disiplinler için de 
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vazgeçilmezdir (Samko ve ark., 1993; Podlubny, 1999; Petras, 2011; Ashyralyev, 2009; 2013a; 

Ashyralyev ve ark., 2014). Kesirli hesaplamanın öne çıkan bir özelliği, çeşitli kesirli operatörlerin 

farklı dinamikleri daha gerçekçi biçimde modelleyebilmesidir. Uygulamaya için en iyi operatörün 

seçilmesi gereksinimi, yeni kesirli operatörlerin geliştirilmesine ve model doğruluğunun sürekli 

artmasına neden olmuştur (Ashyralyev, 2013b; Baleanu ve ark., 2013; Caputo ve Fabrizio, 2015; 

Atangana ve Baleanu, 2016; Yang ve ark., 2016). 

Öte yandan, sabit nokta teorisi, özellikle diferansiyel, integral ve kısmi diferansiyel 

denklemleri çözmede, doğrusal olmayan analizdeki en güçlü araçlardan biridir. Çok sayıda 

matematiksel uygulamada temel bir rol oynar. Sabit nokta teoremleri, özellikle başlangıç değer ve 

sınır değer problemlerinde, kesirli diferansiyel denklemler için çözümlerin varlığı ve tekliği 

konusunda önemli bir yöntemdir. Ancak, bu denklemler için kesin analitik çözümler elde etmek 

genellikle zordur. Kesirli diferansiyel denklemleri çözmek için sayısal ve yaklaşık yöntemler 

üzerinde kapsamlı araştırmalar yürütülmüştür (Baleanu ve ark. 2013; Abbas ve ark. 2022; Cona 

ve Bal, 2023; Okeke ve ark. 2023; Zivlaei ve Mingarelli, 2024).  

Sabit nokta teorisindeki gelişmelere paralel olarak, çok sayıda daralma tipi dönüşüm ortaya 

kondu. Lipschitzian dönüşümü, daralma dönüşümler, genişlemeyen dönüşümler, sözde daralma 

dönüşümü, yarı daralma ve zayıf daralma dönüşümü bunlardan bazılarıdır (Banach, 1922; 

Ishikawa, 1974; Weng, 1991; Gürsoy, 2016; Karakaya ve ark., 2017). Ayrıca, bir çok  iterasyon 

yöntemleri geliştirilmiş ve yaygın olarak kullanılmaktadır. En dikkat çekici iterasyon 

yöntemlerinden bazıları Mann iterasyon yöntemi (Mann, 1953), Krasnosel’skii iterasyon yöntemi 

(Krasnosel’skii, 1955), Kirk iterasyon yöntemi (Kirk, 1971), Ishikawa iterasyon yöntemi 

(Ishikawa, 1974), Noor iterasyon yöntemi (Noor, 2000), S iterasyon yöntemi (Atalan ve ark., 

2021), üç adımlı iterasyon yöntemi (Karakaya ve ark., 2017) ve yakın zamanda tanımlanan 

Picard’ın üç adımlı iterasyon yöntemi (Ali ve ark., 2021). Bu yöntemlere ek olarak, bu yaklaşımları 

birleştiren hibrit iterasyon yöntemlerinin oldukça etkili olduğu kanıtlanmıştır. Bu hibrit 

yöntemlerden bazıları Kirk-Noor iterasyon yöntemi, Kirk-Ishikawa iterasyon yöntemi Kirk-Mann 

iterasyon yöntemi, Picard-Mann iterasyon yöntemi, Mann-Picard iterasyon yöntemi, Kirk-MP 

iterasyon yöntemidir (Rhoades ve Soltuz, 2004; Phuengrattana ve Suantai, 2011; Khan, 2013; 

Peter ve ark., 2018).   

Ayrıca, belirli bir dönüşüm kullanılarak oluşturulan bir iterasyon yönteminde, yaklaşım 

operatörü olarak bilinen alternatif bir dönüşüm de uygulanabilir. Yaklaşım operatörünün sabit 

noktası orijinal dönüşümün sabit noktasından farklı olduğundan, ikisi arasında tutarsızlıklar ortaya 

çıkabilir. Literatürde kapsamlı bir şekilde incelenen veri bağımlılığı kavramı, bu farkın kapsamını 
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ve nasıl ölçülebileceğini ele alır (Oyedepo ve ark., 2019; Peter, 2020; Adebisi ve ark., 2021; 

Uwaheren ve ark., 2021; Atalan ve Maldar, 2023; Cona ve Şengul, 2023, 2024; Cona, 2024). 

Çalışmanın genel yapısı şu şekildedir: Çalışma üç ana bölümden oluşmaktadır. İlk olarak 

literatür hakkında genel bilgiler verilmiştir. Ön bilgilerde çalışmamız için önemli olan temel 

kavramlar sunulmuştur. Bulgularda ise 𝐴 bir sabit ve 𝑓 ∈ (𝐶[0, 𝐴] × ℝ,ℝ) olmak üzere integro-

diferansiyel denklem için aşağıdaki başlangıç değer problemi göz önününe alınacaktır 

                                       {

𝑑2𝑢(𝑠)

𝑑𝑠2
+ 𝐼𝑎+

𝛼  𝑢(𝑠) = 𝑓(𝑠 , 𝑢(𝑠), 𝑢′(𝑠)) ,

0 < 𝑠 < 𝐴  , 0 < 𝛼 < 1 ,
𝑢(𝑠) = 0 ,   𝑢′(𝑠) = 0 .

                                 (1) 

 

İlk olarak, (1) başlangıç değer problemlerinin çözümüne, Ali ve diğerleri tarafından tanıtılan 

(Ali ve ark., 2021) Picard'ın üç adımlı algoritmasını kullanarak yaklaşılmıştır. Daha sonra , dikkate 

alınan denklemlerin veri bağımlılığı elde edilmiştir. Ayrıca, elde edilen bulgular için sayısal örnek 

verilmiştir. Çalışma son olarak  bulgularımız ve potansiyel gelecekteki araştırma yönlerinin 

tartışılmasıyla sonlanmaktadır. 

 

Ön Bilgiler 

Çalışma boyunca kullanılan bazı temel tanımları ve ön bilgileri sunuyoruz. 

Tanım 2.1. 𝑢(𝑡) ∈ 𝐶([𝑎, 𝑏]) ve 𝑎 < 𝑡 < 𝑏, 𝛼 ∈ (0,∞) olsun. 𝛼. mertebeden Riemann-

Liouville kesirli integrali 𝛤(𝛼) = ∫
0

∞

𝑡𝛼−1𝑒−𝑡𝑑𝑡 ,   (𝛼 > 0) olmak üzere 

𝐼𝑎+
𝛼 𝑢(𝑡): =

1

𝛤(𝛼)
∫

𝑎

𝑡
𝑢(𝑠)

(𝑡 − 𝑠)1−𝛼
𝑑𝑠 , 

olarak tanımlıdır. 

𝛼 ∈ (0,1) için 𝛼. mertebeden Riemann-Liouville kesirli türevi ise 

𝐷𝑎+
𝛼 𝑢(𝑡):=

1

Γ(1 − 𝛼)

𝑑

𝑑𝑡
∫

𝑎

𝑡
𝑢(𝑠)

(𝑡 − 𝑠)𝛼
𝑑𝑠 , 

olarak tanımlıdır (Samko ve ark., 1993).  

 Tanım 2.2. [𝑎, 𝑏] kapalı aralığı üzerinde 𝑑: 𝐶(1)[𝑎, 𝑏] → 𝐶(1)[𝑎, 𝑏] , 

𝑑(𝑢, 𝑣) = 𝑚𝑎𝑥
𝑠∈[0,𝐴]

|𝑢(𝑠) − 𝑣(𝑠)| + 𝑚𝑎𝑥
𝑠∈[0,𝐴]

|𝑢′(𝑠) − 𝑣′(𝑠)| , 

olarak tanımlı 𝑑 bir metrikdir. Aynı zamanda 𝐶(1)[𝑎, 𝑏] = (𝐶(1)[𝑎, 𝑏], 𝑑) bir tam metrik uzaydır 

(Kreyszig, 1978). 
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Tanım 2.3. (𝐸, 𝑑) bir metrik uzay ve 𝑇:𝐸 → 𝐸 bir dönüşüm olsun. Eğer her 𝑢, 𝑣 ∈ 𝐸 için 

𝑑(𝑇𝑢, 𝑇𝑣) ≤ 𝐿𝑑(𝑢, 𝑣) olacak şekilde bir 𝐿 > 0 sayısı varsa 𝑇 dönüşümüne bir Lipschitzian 

dönüşümü denir (Berinde, 2007). 

Tanım 2.4. (𝐸, 𝑑) bir metrik uzay ve 𝑇: 𝐸 → 𝐸 bir Lipschitzian dönüşüm olsun. Eğer her 

𝑢, 𝑣 ∈ 𝐸 için 𝑑(𝑇𝑢, 𝑇𝑣) ≤ 𝜆𝑑(𝑢, 𝑣) olacak şekilde bir 𝜆 ∈ (0,1) sayısı varsa 𝑇 dönüşümüne bir 

daralma dönüşümü denir. 𝜆 ya ise daralma oranı adı verilir (Berinde, 2007). 

Bu tanım 𝐸 nin normlu uzayolması durumunda aşağıdaki şekilde ifade edilebilir: 𝜆 ∈ (0,1) 

olmak üzere 

 ‖𝑇𝑢 − 𝑇𝑣‖ ≤ 𝜆‖𝑢 − 𝑣‖ , 

ise 𝑇 dönüşümüne 𝐸 normlu uzayında bir daralma dönüşümü denir  (Berinde, 2007). 

Şimdi Banach sabit nokta teoremini ifade edelim (Banach, 1922). 

Teorem 2.1. Eğer (𝐸, 𝑑) bir tam metrik uzay ve 𝑇:𝐸 → 𝐸 bir daralma dönüşümü ise, 

i) 𝑇 nin yalnızca bir sabit noktası 𝑢 ∈ 𝐸 vardır. 

ii) Bir 𝑢0 ∈ 𝐸 için (𝑇𝑛𝑢0) iterasyon dizisi (yani her 𝑛 ∈ ℕ için 𝑢𝑛 = 𝑇𝑢𝑛−1 olarak tanımlı 

(𝑢𝑛) iterasyon dizisi) 𝑇 nin bir tek sabit noktasına yakınsar. 

Çalışmamızda Picard'ın üç adımlı iterasyon algoritmasını kullanmamızın sebebi, bu 

algoritmanın Picard, Mann, Ishikawa, Noor, Picard-S, SP, S, CR, M* gibi birçok iterasyon 

algoritmasından daha hızlı olduğunun kanıtlanmış olmasıdır. Şimdi bu algoritmanın tanımını ifade 

edelim (Ali ve ark., 2021). 

 Tanım 2.5. 𝐸 bir metrik uzay veya Banach uzay, 𝑇:𝐸 → 𝐸 bir operator olsun. Tahmini 

başlangıç noktası 𝑢0 ∈ 𝐸 ve 𝑛 ∈ ℤ+ için 

 {
𝑢𝑛+1 = 𝑇𝑣𝑛
𝑣𝑛 = 𝑇𝑤𝑛
𝑤𝑛 = 𝑇𝑢𝑛

    (2) 

olarak tanımlı iterasyon, Picard’ın üç adımlı iterasyon yöntemi olarak adlandırılır. 

Teorem 2.2. 𝑓 fonksiyonu 𝐷 = {(𝑠, 𝑢, 𝑣):  𝑠 ∈ [0, 𝐴]} ⊆ ℝ3 kümesi üzerinde tanımlı  

sürekli ve sınırlı bir fonksiyon olsun. (Burada 𝑓 sınırlı ise her 𝑠 ∈ 𝐷 için |𝑓(𝑠, 𝑢, 𝑣)| ≤ 𝑘  olacak 

şekilde 𝑘 > 0 sayısı mevcuttur.) Ayrıca, 𝑓 fonksiyonu 𝐷 üzerinde ikinci ve üçüncü argumanlara 

göre Lipschitz koşulunu sağlasın. Yani, keyfi (𝑠, 𝑢, 𝑧), (𝑠, 𝑣, 𝑤) ∈ 𝐷 için 

                               |𝑓(𝑠, 𝑢, 𝑧) −  𝑓(𝑠, 𝑣, 𝑤)| ≤ 𝐿(|𝑢 −  𝑣| + |𝑧 − 𝑤|).                         (3) 

olacak şekilde pozitif bir 𝐿 sabiti vardır. Kabul edelim ki ℎ(𝛼, 𝐴, 𝐿) =
𝐴𝛼+2

𝛤(𝛼+3)
+ 𝐿

𝐴2

2
 olmak üzere 

                                                              ℎ(𝛼, 𝐴, 𝐿) < 1,                                                            (4)                  

olsun. Bu taktirde (1) başlangıç değer probleminin bir tek 𝑢 ∈ 𝐶(1)[0, 𝐴] çözümü vardır (Cona  
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ve Bal, 2023). 

 Tanım 2.6. 𝑇1, 𝑇2: 𝐾 → 𝐾 bir operator. Eğer her 𝑢 ∈ 𝐾 için ‖𝑇1𝑢 − 𝑇2𝑣‖ ≤ 𝜀 olacak  

şekilde 𝜀 > 0 sabiti varsa bu taktirde 𝑇2 operatörüne 𝑇1 operatörünün yaklaşım operatörü adı 

verilir  (Şoltuz ve Grosan, 2008). 

 Lemma 2.1.  {𝑎𝑛}𝑛=0
∞  negatif olmayan reel sayıların bir dizisi olsun. Ayrıca, 𝜇𝑛 ∈ (0,1),  

∑∞𝑛=0 𝜇𝑛 = ∞ ve 𝛾𝑛 ≥ 0 olsun. Her 𝑛 ≥ 𝑛0 için 𝑛0 ∈ ℕ vardır öyleki    

𝑎𝑛+1 ≤ (1 − 𝜇𝑛)𝑎𝑛 + 𝜇𝑛𝛾𝑛 , 

eşitsizliği sağlanır. Bu taktirde, aşağıdaki eşitsizlikte doğrudur: 

0 ≤ 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝑠𝑢𝑝𝑎𝑛 ≤ 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝑠𝑢𝑝𝛾𝑛 , 

(Şoltuz ve Grosan, 2008). 

 

Bulgular 

Teorem 3.1. 𝑇: (𝐶(1)[0, 𝐴], ‖∙‖) → (𝐶(1)[0, 𝐴], ‖∙‖) bir operatör olsun. Bu durumda,  

Denklem (1) ile verilen integro-differansiyel denkleminin bir tek 𝑢∗ ∈ 𝐶[0, 𝐴] çözümü vardır ve 

Denklem (2)  ile verilen iterasyon algoritmasından elde edilen {𝑢𝑛}𝑛=0
∞  dizisi bu 𝑢∗ çözümüne 

yakınsar. 

         İspat. (1) integro-diferansiyel denklemin her iki tarafının integrali alınırsa, 

  𝑢(𝑠) = −
1

𝛤(𝛼)
∫ ∫ (∫ (𝑞 − 𝑡)𝛼−1𝑢(𝑡)𝑑𝑡

𝑞

0
)𝑑𝑞𝑑𝑟

𝑟

0

𝑠

0
+ ∫ ∫ 𝑓(𝑞 , 𝑢(𝑞), 𝑢′(𝑞))𝑑𝑞𝑑𝑟

𝑟

0

𝑠

0
 ,             (5) 

denklemini elde ederiz. 𝑇: 𝐶(1)[0, 𝐴] → 𝐶(1)[0, 𝐴] operatörü, (5) integral denklemine denk  

olarak 𝑓, 𝐷 dikdörtgensel bölgesi üzerinde sürekli bir fonksiyon olmak üzere 𝑢 = 𝑇𝑢 

olduğundan 

 𝑇𝑢(𝑠) = −
1

𝛤(𝛼)
∫ ∫ (∫ (𝑞 − 𝑡)𝛼−1𝑢(𝑡)𝑑𝑡

𝑞

0
)𝑑𝑞𝑑𝑟

𝑟

0

𝑠

0
+ ∫ ∫ 𝑓(𝑞, 𝑢(𝑞), 𝑢′(𝑞))𝑑𝑞𝑑𝑟

𝑟

0

𝑠

0
   (6) 

olarak ifade edilebilir. Denklem (2) ile verilen ve 𝑇:𝐶(1)[0, 𝐴] → 𝐶(1)[0, 𝐴] operatörü ile 

oluşturulan iterasyon algoritmasından elde edilen {𝑢𝑛}𝑛=0
∞   dizisini göz önüne alalım. 𝑛 → ∞ 

için 𝑢𝑛 → 𝑢∗ olduğu gösterilecektir. Teorem 2.2 ve Denklem (2) kullanılarak gerekli 

düzenlemeler yapıldığında 

|𝑢𝑛+1(𝑡) − 𝑢∗(𝑡)| = |𝑇𝑣𝑛(𝑡) − 𝑇𝑢∗(𝑡)| 

= |−
1

𝛤(𝛼)
∫∫(∫ (𝑞 − 𝑡)𝛼−1𝑣𝑛(𝑡)𝑑𝑡

𝑞

0

)𝑑𝑞𝑑𝑟

𝑟

0

𝑠

0

+∫∫𝑓(𝑞 , 𝑣𝑛(𝑞), 𝑣𝑛
′ (𝑞))𝑑𝑞𝑑𝑟

𝑟

0

𝑠

0

 

         +
1

𝛤(𝛼)
∫∫(∫ (𝑞 − 𝑡)𝛼−1𝑢∗(𝑡)𝑑𝑡

𝑞

0

) 𝑑𝑞𝑑𝑟

𝑟

0

𝑠

0

−∫∫𝑓(𝑞 , 𝑢∗(𝑞), 𝑢∗
′(𝑞))𝑑𝑞𝑑𝑟

𝑟

0

𝑠

0

| 



283 

 

        ≤
1

𝛤(𝛼)
∫∫∫(𝑞 − 𝑡)𝛼−1

𝑞

0

𝑟

0

𝑠

0

|𝑣𝑛(𝑡) − 𝑢∗(𝑡)|𝑑𝑡𝑑𝑞𝑑𝑟 

            +∫∫|𝑓(𝑞 , 𝑣𝑛(𝑞), 𝑣𝑛
′ (𝑞)) − 𝑓(𝑞 , 𝑢∗(𝑞), 𝑢∗

′(𝑞))|

𝑟

0

𝑠

0

𝑑𝑞𝑑𝑟 

            ≤
1

𝛤(𝛼)
‖𝑣𝑛 − 𝑢

∗‖∞∫∫∫(𝑞 − 𝑡)
𝛼−1

𝑞

0

𝑟

0

𝑠

0

𝑑𝑡𝑑𝑞𝑑𝑟 

            +∫∫𝐿(| 𝑣𝑛(𝑞) − 𝑢∗(𝑞)| + |𝑣𝑛
′ (𝑞) − 𝑢∗

′(𝑞)|)𝑑𝑞𝑑𝑟

𝑟

0

𝑠

0

 

            ≤ (
𝐴𝛼+2

𝛤(𝛼 + 3)
+ 𝐿

𝐴2

2
)‖𝑣𝑛 − 𝑢

∗‖ 

olur. ℎ(𝛼, 𝐴, 𝐿) =
𝐴𝛼+2

𝛤(𝛼+3)
+ 𝐿

𝐴2

2
  olduğundan,  

                                                       ‖𝑢𝑛+1 − 𝑢∗‖ ≤ ℎ‖𝑣𝑛 − 𝑢∗‖ ,                                            (7) 

eşitsizliği elde edilir. Gerekli hesaplamalar yapılarak aşağıdaki (8) ve (9) eşitsizlikleri elde edilir. 

|𝑣𝑛(𝑡) − 𝑢∗(𝑡)| = |𝑇𝑤𝑛 − 𝑇𝑢∗(𝑡)| 

                       = |−
1

𝛤(𝛼)
∫∫(∫ (𝑞 − 𝑡)𝛼−1𝑤𝑛(𝑡)𝑑𝑡

𝑞

0

)𝑑𝑞𝑑𝑟

𝑟

0

𝑠

0

+∫∫𝑓(𝑞 , 𝑤𝑛(𝑞), 𝑤𝑛
′ (𝑞))𝑑𝑞𝑑𝑟

𝑟

0

𝑠

0

 

                            +
1

𝛤(𝛼)
∫∫(∫ (𝑞 − 𝑡)𝛼−1𝑢∗(𝑡)𝑑𝑡

𝑞

0

)𝑑𝑞𝑑𝑟

𝑟

0

𝑠

0

−∫∫𝑓(𝑞 , 𝑢∗(𝑞), 𝑢∗
′(𝑞))𝑑𝑞𝑑𝑟

𝑟

0

𝑠

0

| 

                        ≤
1

𝛤(𝛼)
|∫∫(∫ (𝑞 − 𝑡)𝛼−1(𝑤𝑛(𝑡) − 𝑢∗(𝑡))𝑑𝑡

𝑞

0

)𝑑𝑞𝑑𝑟

𝑟

0

𝑠

0

| 

                            + |∫∫[𝑓(𝑞 , 𝑤𝑛(𝑞), 𝑤𝑛
′ (𝑞)) − 𝑓(𝑞 , 𝑢∗(𝑞), 𝑢∗

′(𝑞))]𝑑𝑞𝑑𝑟

𝑟

0

𝑠

0

| 

                         ≤
1

𝛤(𝛼)
‖𝑤𝑛 − 𝑢

∗‖∞ |∫∫(∫ (𝑞 − 𝑡)𝛼−1𝑑𝑡
𝑞

0

)𝑑𝑞𝑑𝑟

𝑟

0

𝑠

0

|  

                            + |∫∫𝐿(| 𝑤𝑛(𝑞) − 𝑢∗(𝑞)| + |𝑤𝑛
′ (𝑞) − 𝑢∗

′(𝑞)|)𝑑𝑞𝑑𝑟

𝑟

0

𝑠

0

| 

                           ≤ (
𝐴𝛼+2

𝛤(𝛼 + 3)
+ 𝐿

𝐴2

2
)‖𝑤𝑛 − 𝑢

∗‖ 

                                      ‖𝑣𝑛 − 𝑢∗‖ ≤ ℎ‖𝑤𝑛 − 𝑢∗‖.                                 (8) 
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|𝑤𝑛(𝑡) − 𝑢∗(𝑡)| = |𝑇𝑢𝑛(𝑡) − 𝑇𝑢∗(𝑡)| 

          = |−
1

𝛤(𝛼)
∫∫(∫ (𝑞 − 𝑡)𝛼−1𝑢𝑛(𝑡)𝑑𝑡

𝑞

0

) 𝑑𝑞𝑑𝑟

𝑟

0

𝑠

0

+∫∫𝑓(𝑞 , 𝑢𝑛(𝑞), 𝑢𝑛
′ (𝑞))𝑑𝑞𝑑𝑟

𝑟

0

𝑠

0

 

            +
1

𝛤(𝛼)
∫∫(∫ (𝑞 − 𝑡)𝛼−1𝑢∗(𝑡)𝑑𝑡

𝑞

0

)𝑑𝑞𝑑𝑟

𝑟

0

𝑠

0

     − ∫∫𝑓(𝑞 , 𝑢∗(𝑞), 𝑢∗
′(𝑞))𝑑𝑞𝑑𝑟

𝑟

0

𝑠

0

| 

     ≤
1

𝛤(𝛼)
∫∫∫‖𝑢𝑛 − 𝑢∗‖

𝑞

0

𝑟

0

𝑠

0

𝑑𝑡𝑑𝑞𝑑𝑟 + ∫∫‖𝑓(𝑞 , 𝑢𝑛 , 𝑢𝑛
′ ) − 𝑓(𝑞 , 𝑢∗, 𝑢∗

′)‖

𝑟

0

𝑠

0

𝑑𝑞𝑑𝑟 

            = (
𝐴𝛼+2

𝛤(𝛼 + 3)
+ 𝐿

𝐴2

2
)‖𝑢𝑛 − 𝑢∗‖ 

             = ℎ‖𝑢𝑛 − 𝑢∗‖ 

                                                       ‖𝑤𝑛 − 𝑢∗‖ ≤ ℎ‖𝑢𝑛 − 𝑢∗‖.                                                (9) 

(8) ve (9) eşitsizlikleri (7) eşitsizliğinde yazılırsa aşağıdaki eşitsizlik elde edilir 

‖𝑢𝑛+1 − 𝑢∗‖ ≤ ℎ2‖𝑢𝑛 − 𝑢∗‖ 

‖𝑢𝑛 − 𝑢∗‖ ≤ ℎ2‖𝑢𝑛−1 − 𝑢∗‖ 

                              ⋮                                       

‖𝑢1 − 𝑢∗‖ ≤ ℎ
2‖𝑢0 − 𝑢∗‖ .   

Son eşitsizliğe tümevarım uygulayarak aşağıdaki eşitsizliği elde ederiz 

                                              ‖𝑢𝑛+1 − 𝑢∗‖ ≤ ℎ
2(𝑛+1)‖𝑢0 − 𝑢∗‖.                                          (10) 

(10) eşitsizliğinde 𝑛 → ∞ iken limit alınırsa, ℎ < 1 olduğundan 

lim
𝑛→∞

‖𝑢𝑛 − 𝑢∗‖ = 0 

elde edilir. 

Şimdi, Denklem (1) ile verilen integro-diferansiyel denklemin çözümünün veri bağımlılığını 

Denklem (2) ile verilen iterasyon algoritmasını kullanarak inceleyelim. Bu  nedenle,  aşağıdaki 

ikinci başlangıç değer problemini göz önüne alalım.  

                                     {

𝑑2𝜑(𝑠)

𝑑𝑠2
+ 𝐼𝑎+

𝛼  𝜑(𝑠) = 𝑔(𝑠 , 𝑥(𝑠), 𝑥′(𝑠)) ,

0 < 𝑠 < 𝐴  ,   0 < 𝛼 < 1 ,
𝜑(𝑠) = 0 ,   𝜑′(𝑠) = 0 .

                                         (11)  

(11) integro-diferansiyel denklemin her iki tarafının integrali alınırsa, 

 𝜑(𝑡) = −
1

𝛤(𝛼)
∫ ∫ (∫ (𝑞 − 𝑡)𝛼−1𝑥(𝑡)𝑑𝑡

𝑞

0
)𝑑𝑞𝑑𝑟

𝑟

0

𝑠

0
+ ∫ ∫ 𝑔(𝑞, 𝑥(𝑞), 𝑥′(𝑞))𝑑𝑞𝑑𝑟

𝑟

0

𝑠

0
     (12) 

elde edilir. 𝑆: 𝐶(1)[0, 𝐴] → 𝐶(1)[0, 𝐴] operatörü, (12) integral denklemine denk olarak 𝑔,𝐷 

dikdörtgensel bölgesi üzerinde sürekli bir fonksiyon olmak üzere 𝑥 = 𝑆𝑥 olduğundan 
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 𝑆𝑥(𝑡) = −
1

𝛤(𝛼)
∫ ∫ (∫ (𝑞 − 𝑡)𝛼−1𝑥(𝑡)𝑑𝑡

𝑞

0
)𝑑𝑞𝑑𝑟

𝑟

0

𝑠

0
+ ∫ ∫ 𝑔(𝑞, 𝑥(𝑞), 𝑥′(𝑞))𝑑𝑞𝑑𝑟

𝑟

0

𝑠

0
     (13) 

olarak ifade edilebilir.  

 Denklem (2) de verilen iterasyon algoritması sırasıyla (6) ve (13) operatörleri ile yeniden 

oluşturulursa, aşağıdaki iterasyon algoritmaları yazılabilir. 

{
 
 

 
 𝑢𝑛+1(𝑡) = −

1

𝛤(𝛼)
∫ ∫ (∫ (𝑞 − 𝑡)𝛼−1𝑣𝑛(𝑡)𝑑𝑡

𝑞

0
)𝑑𝑞𝑑𝑟

𝑟

0

𝑠

0
+ ∫ ∫ 𝑓(𝑞 , 𝑣𝑛(𝑞), 𝑣𝑛

′ (𝑞))𝑑𝑞𝑑𝑟
𝑟

0

𝑠

0

𝑣𝑛(𝑡) = −
1

𝛤(𝛼)
∫ ∫ (∫ (𝑞 − 𝑡)𝛼−1𝑤𝑛(𝑡)𝑑𝑡

𝑞

0
)𝑑𝑞𝑑𝑟

𝑟

0

𝑠

0
+ ∫ ∫ 𝑓(𝑞 , 𝑤𝑛(𝑞), 𝑤𝑛

′ (𝑞))𝑑𝑞𝑑𝑟
𝑟

0

𝑠

0

𝑤𝑛(𝑡) = −
1

𝛤(𝛼)
∫ ∫ (∫ (𝑞 − 𝑡)𝛼−1𝑢𝑛(𝑡)𝑑𝑡

𝑞

0
)𝑑𝑞𝑑𝑟

𝑟

0

𝑠

0
+ ∫ ∫ 𝑓(𝑞 , 𝑢𝑛(𝑞), 𝑢𝑛

′ (𝑞))𝑑𝑞𝑑𝑟
𝑟

0

𝑠

0

  (14) 

 

{
 
 

 
 𝜑𝑛+1(𝑡) = −

1

𝛤(𝛼)
∫ ∫ (∫ (𝑞 − 𝑡)𝛼−1𝜓𝑛(𝑡)𝑑𝑡

𝑞

0
)𝑑𝑞𝑑𝑟

𝑟

0

𝑠

0
+ ∫ ∫ 𝑔(𝑞 , 𝜓𝑛(𝑞), 𝜓𝑛

′ (𝑞))𝑑𝑞𝑑𝑟
𝑟

0

𝑠

0

𝜓𝑛(𝑡) = −
1

𝛤(𝛼)
∫ ∫ (∫ (𝑞 − 𝑡)𝛼−1𝜙𝑛(𝑡)𝑑𝑡

𝑞

0
)𝑑𝑞𝑑𝑟

𝑟

0

𝑠

0
+ ∫ ∫ 𝑔(𝑞 , 𝜙𝑛(𝑞), 𝜙𝑛

′ (𝑞))𝑑𝑞𝑑𝑟
𝑟

0

𝑠

0

𝜙𝑛(𝑡) = −
1

𝛤(𝛼)
∫ ∫ (∫ (𝑞 − 𝑡)𝛼−1𝜑𝑛(𝑡)𝑑𝑡

𝑞

0
)𝑑𝑞𝑑𝑟

𝑟

0

𝑠

0
+ ∫ ∫ 𝑔(𝑞 , 𝜑𝑛(𝑞), 𝜑𝑛

′ (𝑞))𝑑𝑞𝑑𝑟
𝑟

0

𝑠

0

 (15) 

  

Teorem 3.2. Denklem (14) ten elde edilen {𝑢𝑛}𝑛=0
∞  dizisini ve Denklem (15) ten elde edilen 

{𝜑𝑛}𝑛=0
∞  dizisini göz önüne alalım. (5) ve (12) integral denklemlerinin çözümlerinin  sırasıyla 𝑢∗ 

ve 𝑝 olduğunu ve Teorem 3.1’in koşullarının sağlandığını varsayalım. Ayrıca, 

i) Her 𝑞 ∈ [0, 𝐴] için ‖𝑓(𝑞 , 𝑢𝑛(𝑞), 𝑢𝑛
′ (𝑞)) − 𝑔(𝑞 , 𝜑𝑛(𝑞),𝜑𝑛

′ (𝑞))‖ ≤ 𝜀1 olacak şekilde 𝜀1 

sabit vardır. 

ii) 𝑀 =
𝐴𝛼+2

Γ(𝛼+3)
< 1  

koşulları sağlansın. Eğer 𝑛 → ∞ iken 𝑢𝑛 → 𝑢∗ ve 𝜑𝑛 → 𝑝 ise bu taktirde, 

‖𝑢∗ − 𝑝‖ ≤
3𝐴2𝜀1

2(1 −𝑀)
 , 

eşitsizliği sağlanır. 

 İspat. Teorem 3.2’nin hipotezleriyle aşağıdaki (16), (17) ve (18) eşitsizlikleri elde edilir. 

‖𝑢𝑛+1 − 𝜑𝑛+1‖ = ‖𝑇𝑣𝑛 − 𝑆𝜓𝑛‖ 

                               =
‖

‖
−

1

𝛤(𝛼)
∫∫(∫ (𝑞 − 𝑡)𝛼−1𝑣𝑛(𝑡)𝑑𝑡

𝑞

0

)𝑑𝑞𝑑𝑟

𝑟

0

𝑠

0

+∫∫𝑓(𝑞, 𝑣𝑛(𝑞), 𝑣𝑛
′(𝑞))𝑑𝑞𝑑𝑟

𝑟

0

𝑠

0

−
1

𝛤(𝛼)
∫∫(∫ (𝑞 − 𝑡)𝛼−1𝜓𝑛(𝑡)𝑑𝑡

𝑞

0

)𝑑𝑞𝑑𝑟

𝑟

0

𝑠

0

+∫∫𝑔(𝑞, 𝜓𝑛(𝑞),𝜓𝑛
′ (𝑞))𝑑𝑞𝑑𝑟

𝑟

0

𝑠

0

‖

‖
 

                           ≤
1

𝛤(𝛼)
∫∫∫(𝑞 − 𝑡)𝛼−1

𝑞

0

𝑟

0

𝑠

0

‖𝑣𝑛 − 𝜓𝑛‖𝑑𝑡𝑑𝑞𝑑𝑟 
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                           +∫∫‖𝑓(𝑞 , 𝑣𝑛(𝑞), 𝑣𝑛
′ (𝑞)) − 𝑔(𝑞 , 𝜓𝑛(𝑞), 𝜓𝑛

′ (𝑞))‖

𝑟

0

𝑠

0

𝑑𝑞𝑑𝑟 

                            ≤
1

𝛤(𝛼)
‖𝑣𝑛 − 𝜓𝑛‖∫∫∫(𝑞 − 𝑡)

𝛼−1

𝑞

0

𝑟

0

𝑠

0

𝑑𝑡𝑑𝑞𝑑𝑟 + ∫∫𝜀1 𝑑𝑞𝑑𝑟

𝑟

0

𝑠

0

 

                            =
𝐴𝛼+2

𝛤(𝛼 + 3)
‖𝑣𝑛 − 𝜓𝑛‖ + 𝜀1

𝐴2

2
 

                                       ‖𝑢𝑛+1 − 𝜑𝑛+1‖ ≤ 𝑀‖𝑣𝑛 − 𝜓𝑛‖ +
𝐴2

2
𝜀1 ,                                       (16) 

 

‖𝑣𝑛+1 − 𝜓𝑛+1‖ = ‖𝑇𝑤𝑛 − 𝑆𝜙𝑛‖ 

                       +
‖

‖
−

1

𝛤(𝛼)
∫∫(∫ (𝑞 − 𝑡)𝛼−1𝑤𝑛(𝑡)𝑑𝑡

𝑞

0

)𝑑𝑞𝑑𝑟

𝑟

0

𝑠

0

+∫∫ 𝑓 (𝑞, 𝑤𝑛(𝑞), 𝑤𝑛
′ (𝑞)) 𝑑𝑞𝑑𝑟

𝑟

0

𝑠

0

−
1

𝛤(𝛼)
∫∫(∫ (𝑞 − 𝑡)𝛼−1𝜙

𝑛
(𝑡)𝑑𝑡

𝑞

0

)𝑑𝑞𝑑𝑟

𝑟

0

𝑠

0

+∫∫ 𝑔 (𝑞, 𝜙
𝑛
(𝑞), 𝜙

𝑛
′ (𝑞)) 𝑑𝑞𝑑𝑟

𝑟

0

𝑠

0

‖

‖
 

             = ‖𝑤𝑛 − 𝜙𝑛‖
1

𝛤(𝛼)
∫∫∫(𝑞 − 𝑡)𝛼−1

𝑞

0

𝑟

0

𝑠

0

𝑑𝑡𝑑𝑞𝑑𝑟 

               +∫∫‖𝑓(𝑞 , 𝑤𝑛(𝑞), 𝑤𝑛
′ (𝑞)) − 𝑔(𝑞 , 𝜙𝑛(𝑞), 𝜙𝑛

′ (𝑞))‖

𝑟

0

𝑠

0

𝑑𝑞𝑑𝑟 

               =
𝐴𝛼+2

𝛤(𝛼 + 3)
‖𝑤𝑛 − 𝜙𝑛‖ + 𝜀1

𝐴2

2
 

                                ‖𝑣𝑛+1 − 𝜓𝑛+1‖ ≤ 𝑀‖𝑤𝑛 − 𝜙𝑛‖ + 𝜀1
𝐴2

2
 ,                                              (17) 

        

   ‖𝑤𝑛 − 𝜙𝑛‖ = ‖𝑇𝑢𝑛 − 𝑆𝜑𝑛‖ 

         ≤
‖

‖
−

1

𝛤(𝛼)
∫∫(∫ (𝑞 − 𝑡)𝛼−1𝑢𝑛(𝑡)𝑑𝑡

𝑞

0

) 𝑑𝑞𝑑𝑟

𝑟

0

𝑠

0

+∫∫𝑓(𝑞, 𝑢𝑛(𝑞), 𝑢𝑛
′ (𝑞))𝑑𝑞𝑑𝑟

𝑟

0

𝑠

0

−
1

𝛤(𝛼)
∫∫(∫ (𝑞 − 𝑡)𝛼−1𝜑𝑛(𝑡)𝑑𝑡

𝑞

0

)𝑑𝑞𝑑𝑟

𝑟

0

𝑠

0

+ ∫∫𝑔(𝑞, 𝜑𝑛(𝑞), 𝜑𝑛
′ (𝑞))𝑑𝑞𝑑𝑟

𝑟

0

𝑠

0

‖

‖
 

          ≤
1

𝛤(𝛼)
∫∫∫(𝑞 − 𝑡)𝛼−1

𝑞

0

𝑟

0

𝑠

0

‖𝑢𝑛 − 𝜑𝑛‖𝑑𝑡𝑑𝑞𝑑𝑟 

          +∫∫‖𝑓(𝑞 , 𝑢𝑛(𝑞), 𝑢𝑛
′ (𝑞)) − 𝑔(𝑞, 𝜑𝑛(𝑞), 𝜑𝑛

′ (𝑞))‖

𝑟

0

𝑠

0

𝑑𝑞𝑑𝑟 
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          ≤
1

𝛤(𝛼)
‖𝑢𝑛 − 𝜑𝑛‖∫∫∫(𝑞 − 𝑡)

𝛼−1

𝑞

0

𝑟

0

𝑠

0

𝑑𝑡𝑑𝑞𝑑𝑟 + ∫∫𝜀1 𝑑𝑞𝑑𝑟

𝑟

0

𝑠

0

 

           =
𝐴𝛼+2

𝛤(𝛼 + 3)
‖𝑢𝑛 − 𝜑𝑛‖ + 𝜀1

𝐴2

2
 

                                                  ‖𝑤𝑛 − 𝜙𝑛‖ ≤ 𝑀‖𝑢𝑛 − 𝜑𝑛‖ +
𝐴2

2
𝜀1 .                                            (18) 

Şu halde, (18) eşitsizliği (17) eşitsizliğine yazılır ve 𝑀 < 1 kullanılırsa, aşağıdaki eşitsizlik 

bulunur 

‖𝑣𝑛 − 𝜓𝑛‖ ≤ 𝑀(𝑀‖𝑢𝑛 − 𝜑𝑛‖ +
𝐴2

2
𝜀1) + 𝜀1

𝐴2

2
 . 

                      ≤ 𝑀2 ‖𝑢𝑛 − 𝜑𝑛‖ + 𝑀
𝐴2

2
𝜀1 + 𝜀1

𝐴2

2
 

                                ≤ 𝑀2‖𝑢𝑛 − 𝜑𝑛‖ + (𝑀 + 1)
𝐴2

2
𝜀1                                                              (19) 

Eğer (19) eşitsizliği (16) eşitsizliğinde yazılırsa, 

‖𝑢𝑛+1 − 𝜑𝑛+1‖ ≤ 𝑀(𝑀2‖𝑢𝑛 − 𝜑𝑛‖ + (𝑀 + 1)
𝐴2

2
𝜀1) +

𝐴2

2
𝜀1 

= 𝑀3‖𝑢𝑛 − 𝜑𝑛‖ + 𝑀(𝑀 + 1)
𝐴2

2
𝜀1 +

𝐴2

2
𝜀1                      

                              ≤ 𝑀3‖𝑢𝑛 − 𝜑𝑛‖ + (𝑀
2 +𝑀 + 1)

𝐴2

2
𝜀1 

                               ≤ 𝑀‖𝑢𝑛 − 𝜑𝑛‖ + (𝑀
2 +𝑀 + 1)

𝐴2

2
𝜀1 

                               ≤ [1 − (1 −𝑀)]‖𝑢𝑛 − 𝜑𝑛‖ +
3𝐴2

2
𝜀1 

          ≤ [1 − (1 −𝑀)]‖𝑢𝑛 − 𝜑𝑛‖ + (1 − 𝑀)
3𝐴2

2(1 −𝑀)
𝜀1              

‖𝑢𝑛+1 − 𝜑𝑛+1‖ ≤ [1 − (1 −𝑀)]‖𝑢𝑛 − 𝜑𝑛‖ + (1 −𝑀)
3𝐴2𝜀1

2(1−𝑀)
 ,                                   (20) 

bulunur. Son eşitsizlikte,    

𝑎𝑛 = ‖𝑢𝑛 − 𝜑𝑛‖ , 

𝜇𝑛 = (1 −𝑀) ∈ (0,1) , 

𝛾𝑛 =
3𝐴2𝜀1

2(1 − 𝑀)
≥ 0. 

olarak alınırsa Lemma 2.1'in koşulları sağlanır. Böylece, 

0 ≤ 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝑠𝑢𝑝‖𝑢𝑛 − 𝜑𝑛‖ ≤ 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝑠𝑢𝑝
3𝐴2𝜀1

2(1 −𝑀)
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olur. 𝑛 → ∞ için 𝑢𝑛 → 𝑢∗ ve 𝜑𝑛 → 𝑝 olduğundan 

‖𝑢∗ − 𝑝‖ ≤
3𝐴2𝜀1

2(1 −𝑀)
 , 

eşitsizliği elde edilir. 

Örnek 3.1: İlk olarak aşağıda verilen başlangıç değer probemini gözönüne alalım: 

                   {

𝑑2𝑢(𝑠)

𝑑𝑠2
+ 𝐼

0+

1

2 𝑢(𝑠) =
𝑐𝑜𝑠(𝑠)

√𝜋
+
1

3
𝑢(𝑠) + 𝑢′(𝑠) ,

0 < 𝑠 < 1 ,
𝑢(0) = 0   ,   𝑢′(0) = 0.

                                           (21) 

Burada (21) başlangıç değer problemi için 

𝑇: (𝐶(1)[0,1], ‖∙‖) → (𝐶(1)[0,1], ‖∙‖)  

𝑇𝑢(𝑠) = −
1

𝛤(𝛼)
∫∫(∫ (𝑞 − 𝑡)𝛼−1𝑢(𝑡)𝑑𝑡

𝑞

0

)𝑑𝑞𝑑𝑟

𝑟

0

𝑠

0

+ ∫∫(
𝑐𝑜𝑠(𝑠)

√𝜋
+
1

3
𝑢(𝑠) + 𝑢′(𝑠)) 𝑑𝑞𝑑𝑟

𝑟

0

𝑠

0

 

operatörünü ifade edelim. 𝐿 =
1

3
, 𝛼 =

1

2
 , 𝐴 = 1 olup 

ℎ(𝛼, 𝐴, 𝐿) =
𝐴𝛼+2

𝛤(𝛼+3)
+ 𝐿

𝐴2

2
  

                    =
1
1
2
+2

𝛤 (
1
2 + 3)

+
1

3
.
12

2
 

                   =
1

𝛤 (
7
2
)
+
1

6
 

                   =
1

3,323
+
1

6
≅ 0,46 < 1 

dir. Böylece, Teorem 2.2 den (21) başlangıç değer probleminin çözümü var ve tektir. 

Öte yandan, 

                             {

𝑑2𝑢(𝑠)

𝑑𝑠2
+ 𝐼

0+

1

2 𝑢(𝑠) =
𝑠𝑖𝑛(𝑠)

√𝜋
+
1

3
𝑢(𝑠) + 𝑢′(𝑠) ,

0 < 𝑠 < 1 ,
𝑢(0) = 0   ,   𝑢′(0) = 0

                                 (22) 

başlangıç değer probemini gözönüne alalım. Burada (22) başlangıç değer problemi aşağıdaki gibi 

operatör ile ifade edilebilir. 

𝑆: (𝐶(1)[0,1], ‖∙‖)→ (𝐶(1)[0,1], ‖∙‖) 

𝑆𝑢(𝑠) = −
1

𝛤(𝛼)
∫∫(∫ (𝑞 − 𝑡)𝛼−1𝑢(𝑡)𝑑𝑡

𝑞

0

)𝑑𝑞𝑑𝑟

𝑟

0

𝑠

0

+∫∫(
𝑐𝑜𝑠(𝑠)

√𝜋
+
1

3
𝑢(𝑠) + 𝑢′(𝑠)) 𝑑𝑞𝑑𝑟

𝑟

0

𝑠

0
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Bu taktirde, 𝐿 =
1

3
, 𝛼 =

1

2
 , 𝐴 = 1 olup ℎ(𝛼, 𝐴, 𝐿) < 1 dir.  Dolayısıyla, Teorem 2.2 den (22) 

başlangıç değer probleminin çözümü var ve tektir.  

 Şu halde,  

‖𝑓(𝑞 , 𝑢𝑛(𝑞), 𝑢𝑛
′ (𝑞)) − 𝑔(𝑞 , 𝑢𝑛(𝑞), 𝑢𝑛

′ (𝑞))‖ = |
𝑐𝑜𝑠(𝑠)

√𝜋
−
𝑠𝑖𝑛(𝑠)

√𝜋
| ≤ 0,169 = 𝜀1 

𝑀 =
𝐴𝛼+2

Γ (
1
2 + 3)

=
1

3,323
= 0,3 < 1 

olup  

‖𝑢∗ − 𝑝‖ ≤
3𝐴2𝜀1

2(1 − 𝑀)
≤
3. (0,169)

1,4
≅ 0,362 

elde edilir. 

 Aşağıda sunulan grafikler, Picard’ın üç adımlı iterasyon algoritmasının yakınsaklık ve  

veri bağımlılığı özelliklerini görsel olarak ortaya koymaktadır. 

🔹 Birinci grafik, (21) ve (22) ile verilen başlangıç değer problemleri için elde edilen yaklaşık 

çözümlerin karşılaştırmalı yakınsaklığını göstermektedir. Bu grafik, iterasyon yönteminin her iki 

denklem için de hızlı ve istikrarlı bir biçimde çözüme yaklaştığını doğrulamaktadır (Şekil 1). 

🔹 İkinci grafik ise veri bağımlılığına odaklanmaktadır. Bu grafikte, (21) ve (22) denklemleri çok 

yakın başlangıç verilerine sahip olmasına rağmen, iterasyon sonucunda elde edilen çözümler 

arasındaki farkın nasıl davrandığı analiz edilmektedir. Yani çözümün başlangıç verilerine 

duyarlılığını (veri bağımlılığı özelliğini) gözlemlemeyi mümkün kılmaktadır (Şekil 2). 

 

 

Şekil 1. Başlangıç değer problemleri için elde edilen yaklaşık çözümlerin karşılaştırmalı 

yakınsaklığı 
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Şekil 2. Veri bağımlılığı 

 

Sonuç  

Bu çalışmada, kesirli integro-diferansiyel denklemlerin yaklaşık çözümleri, Picard’ın üç 

adımlı iterasyon yöntemi kullanılarak incelenmiştir. Literatürde sıkça karşılaşılan yöntemlere 

kıyasla, Picard’ın üç adımlı iterasyon yönteminin daha hızlı yakınsama sağladığı ve güçlü 

yakınsaklık özellikleri taşıdığı bilinmektedir. Bulgular, sabit nokta kuramı çerçevesinde 

geliştirilen bu yöntemin kesirli diferansiyel denklemlerin çözümünde etkin ve güvenilir bir 

yaklaşım sunduğunu göstermektedir. Yani, yöntemin sabit nokta teorisi çerçevesinde hem teorik 

hem de sayısal olarak uygulanabilirliğini doğrulamaktadır. Bu yaklaşım, kesirli diferansiyel 

denklemlerin çözümünde etkili bir alternatif sunmakta ve gelecekteki çalışmalara ışık tutmaktadır. 

 

Çıkar Çatışması Beyanı 

Makalenin yazarı herhangi bir çıkar çatışması olmadığını beyan eder. 

 

Katkı Beyanı Özeti 

Yazar, makalenin tamamı için tek başına sorumluluk beyan eder. 

 

Teşekkür 

Bu makaleye yorum ve önerileriyle katkıda bulunan hakemlere teşekkür etmek istiyorum. 
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